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Ïðåäèñëîâèå

Ìàòåìàòè÷åñêîåìîäåëèðîâàíèåìíîãèõ åñòåñòâåííîíàó÷íûõ ÿâëåíèéèïðîöåññîâ ïðèâîäèò
ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îäíàêî
â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå
âûðàæàëîñüáûâïðèâû÷íûõ äëÿ íàñýëåìåíòàðíûõôóíêöèÿõ, íåóäàåòñÿ. Ïîýòîìóâàæíîå
çíà÷åíèå ïðèîáðåëè ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Ê òàêèì ìåòîäàì îòíîñèòñÿ
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå íà ïðàêòèêå
êàê ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, îñîáåííî â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìû, ãäå ïðèìåíåíèå ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ÷àñòî áûâàåò çàòðóäíèòåëüíûì.
Íà åãî îñíîâå ñòðîÿòñÿ òàêæå è ñåòî÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè, â êîòîðûõ êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
ïåðåìåííûì ñî÷åòàåòñÿ ñ ðàçíîñòíîé äèñêðåòèçàöèåé ïî âðåìåíè.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóåò äîâîëüíî îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ –ñòàòüè, ó÷åáíèêè è ìîíîãðàôèè. Ïðè ýòîì ìíîãèå êíèãè –ïðè âñåé ïîëíîòå
èññëåäîâàíèÿ èçó÷àåìîãî âîïðîñà è âûñîêîì íàó÷íîì óðîâíå – îòëè÷àþòñÿ áîëüøèì
îáúåìîì è ðàçîîáðàçèåì ïðåäîñòàâëÿåìîãî â íèõ ìàòåðèàëà; ýòî ñîçäàåò îïðåäåëåííûå
òðóäíîñòè ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì îçíàêîìëåíèè ñ ïðåäìåòîì è èñïîëüçîâàíèè èõ â ó÷åáíîì
ïðîöåññå.

Ãëàâíîé öåëüþ íàñòîÿùåãî ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî ïî îáúåìó ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîåè, ïîâîçìîæíîñòè, íåñëîæíîåèçëîæåíèåîñíîâìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ïðèìåíèòåëüíî ê äâóìåðíûì ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà; äëÿ
ýòîãî èçëîæåíèå âåäåòñÿ íà ïðèìåðå íàèáîëåå èçâåñòíîãî è ïðîñòîãî ïî ôîðìóëèðîâêå
ïðåäñòàâèòåëÿ óêàçàííîãî êëàññà óðàâíåíèé –óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Âìåñòå ñ òåì õîä
ðàññóæäåíèéèïðàêòè÷åñêèâñåïîëó÷åííûåðåçóëüòàòûìîãóò áûòüïîàíàëîãèèïåðåíåñåíû
íà ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà. Êíèãà ðàñ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ, ìàãèñòðàíòîâ è
àñïèðàíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé óíèâåðñèòåòîâ. Äëÿ åå ïîíèìàíèÿ òðåáóåòñÿ
çíàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ëèíåéíîé àëãåáðû â ðàìêàõ óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà,
à òàêæå çíàêîìñòâî ñ îñíîâàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë êíèãè ðàñïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ãëàâà 1 íîñèò ââîäíûéõàðàêòåð. Îíà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþâàðèàöèîííûõèïðîåêöèîí-

íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàöèîííûé ìåòîä Ðèòöà –êàê ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìèíè-
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ìèçèðóþùåéïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþçàäà÷è îìèíèìóìå
ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà. Çàòåì èçëàãàåòñÿ èìåþùèé
áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîä Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà.

Â ãëàâå 2 ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ñèíòåçà ìåòîäà
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è ìåòîäîâ Ðèòöà è Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà. Äàþòñÿ îñíîâíûå ïðèíöèïû,
ìåòîäû è òåõíèêà ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì êîíå÷íîýëåìåíòíûõ óðàâíåíèé íà òðåóãîëüíûõ
ñåòêàõ. Çíà÷èòåëüíîå ìåñòî â ãëàâå îòâîäèòñÿ âûâîäó îöåíîê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé èõ êóñî÷íî-
ëèíåéíûìè âîñïîëíåíèÿìè.

Â ãëàâå 3 îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèåé ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíàÿ çàäà÷à ïåðåîáóñëàâëèâàíèÿ ñèñòåì êîíå÷íîýëåìåíò-
íûõ óðàâíåíèé. Îïèñûâàåòñÿ îäíà èç âåðñèé ïîñòðîåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ìíîãîñåòî÷íûõ
ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåé, â îñíîâåêîòîðîéëåæèò èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêèèçìåëü-
÷àþùèõñÿ ñåòîê è âíóòðåííèõ ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð.

Íóìåðàöèÿ îïðåäåëåíèé, òåîðåì, ëåìì, çàìå÷àíèé, ðèñóíêîâ è ôîðìóë –àâòîíîìíàÿ
â êàæäîì ïàðàãðàôå. Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé çàâåðøàåòñÿ çíà÷êîì 2.

Þ.Ð. Àêîïÿí



Ãëàâà 1

ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÅ È ÏÐÎÅÊÖÈÎÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà íîñèò ââîäíûé õàðàêòåð. Îíà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ âàðèàöèîííûõ

è ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Â îñíîâå âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ – ïðèìåíèòåëüíî ê ñèììåòðè÷íûì
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì îïåðàòîðàì – ëåæèò èäåÿ ñâåäåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ê
ðàâíîñèëüíîé çàäà÷å îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëåííîãî ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà. Ïîñëåäóþùåå ÷èñëåííîå ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïóòåì ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ êîíå÷íîìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ (ìåòîä Ðèòöà) . Äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþâû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ
äëÿ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ðåàëèçóåòñÿ â òàê íàçûâàåìûõ ïðîåêöèîííûõ

ìåòîäàõ, îñíîâàííûõ íà ïðîåêòèðîâàíèè óðàâíåíèÿ íà êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà.
Ýòè ìåòîäû èìåþò áîëååøèðîêóþîáëàñòü ïðèìåíåíèÿ, òàê êàê â íèõ, â ïðèíöèïå, ìîæíî
îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà
çàäà÷è. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ìåòîäîì òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà,
èçëîæåííûé â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå. Â íåñêîëüêî âèäîèçìåíåííîì âèäå óêàçàííûå
ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

1.1 Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

Ïîíÿòèå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ â ìàòåìàòèêå.
Íàïîìíèì åãî îïðåäåëåíèå. Ïðè ýòîì ìû ïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îïðåäåëåíèåì
ëèíåéíîãîïðîñòðàíñòâà ( ñì., íàïðèìåð, [6, 14]) . Â íàøåìó÷åáíîìêóðñåìûîãðàíè÷èìñÿ
ðàññìîòðåíèåì âåùåñòâåííûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàí-

ñòâîì, åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî , íàçûâàåìîå íîðìîé ýòîãî ýëåìåíòà, òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

9
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1. ,

2. ,

3. (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà)

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ è ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà .

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ:

ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ ñ íîðìîé

ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ ñ íîðìîé

ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé ñ íîðìîé

Ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè .
Äàëåå, ââåäåì ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Ãîâîðÿò, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñõîäèòñÿ ê
ýëåìåíòó , åñëè

ïðè

Äëÿ óêàçàíèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîëèêà

èëè

Äëÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðíî, ÷òî

ïðè

Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ëåãêî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ

ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè

ïðè
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Îïðåäåëåíèå 1.1.2 Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâîíàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëèâ íåìâñÿêàÿ
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ òàêæå
áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì1 èëè êîðî÷å: -ïðîñòðàíñòâîì.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí òèï ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3 Ëèíåéíîåïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëèêàæäîéïàðå
ýëåìåíòîâ ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ,
íàçûâàåìîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ýëåìåíòîâ, òàê, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1. ,

2. ,

3. ,

4.

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ è ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà .

Íàïðèìåð, ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ ñòàíîâèòñÿ
åâêëèäîâûì, åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â íåì îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ýëåìåíòû è åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè .
Åâêëèäîâîïðîñòðàíñòâîìîæíîïðåâðàòèòü âíîðìèðîâàííîå, îïðåäåëèâíîðìóýëåìåíòà

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 1.1.4 Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ââåäåíà íîðìà ïîñðåäñòâîì
ñîîòíîøåíèÿ (1.1.1) , íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Òåì ñàìûì ìû ïîäîøëè ê îïðåäåëåíèþ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, â íàçâàíèè
êîòîðîãî óâåêîâå÷åíà ïàìÿòü î êðóïíåéøåì íåìåöêîì ó÷åíîì Äàâèäå Ãèëüáåðòå (1862–
1943) , îêàçàâøåì áîëüøîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìíîãèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.5 Ïîëíîå áåñêîíå÷íîìåðíîå óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ
ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ïðèâåäåì ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

1Íàçâàíèå ïðîñòðàíñòâà ñâÿçàíîñèìåíåìïîëüñêîãîìàòåìàòèêà Ñòåôàíà Áàíàõà (1892–1945)–
îäíîãî èç ñîçäàòåëåé ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Äðóãèì èçâåñòíûì ïðèìåðîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé , ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà îòðåçêå , òî åñòü òàêèõ, ÷òî

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â ïðîñòðàíñòâå ââîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Êîøè2-Áóíÿêîâñêîãî3

Äîêàçûâàåòñÿ îíî äîñòàòî÷íî ïðîñòî ( ñì., íàïðèìåð, [8, 13]) . Â óïîìÿíóòûõ âûøå ïðîñò-
ðàíñòâàõ è íåðàâåíñòâî (1.1.2) ïðèíèìàåò âèä

è

ñîîòâåòñòâåííî.
Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ââåäåì åùå íåñêîëüêî âàæíûõ äëà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ

ìàòåðèàëà ïîíÿòèé.
Ïóñòü ìíîæåñòâî åñòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà .

2Êîøè Îãþñòåí Ëóè (1789–1857) –ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, âíåñ ôóíäàìåíòàëüíûé âêëàä â
ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè ôóíêöèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

3ÁóíÿêîâñêèéÂèêòîðßêîâëåâè÷ (1804–1889) –ðóññêèéìàòåìàòèê, îñíîâíûåðàáîòûîòíîñÿòñÿ
ê òåîðèè ÷èñåë è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
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Òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà , åñëè ëþáàÿ åå
îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó èç . Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà îáîçíà÷àåòñÿ è íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ýòîãî ìíîæåñòâà. Òàêèì
îáðàçîì, çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî , ëèáî , ãäå .

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè .
Ïóñòü è åñòü äâà ïîäìíîæåñòâà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà . Ìíîæåñòâî

íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì â , åñëè . Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âñþäó
ïëîòíûì â , åñëè .

1.2 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Ïóñòü íà ìíîæåñòå ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåí îïåðàòîð ,
êîòîðûé êàæäîìó ýëåìåíòó ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó îäèí è
òîëüêî îäèí ýëåìåíò . Ïðè ýòîì ìû áóäåì ïèñàòü è íàçûâàòü ýëåìåíò
îáðàçîì ýëåìåíòà , à ýëåìåíò –ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà . Ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà . Ìíîæåñòâî
íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé îïåðàòîðà. Ôàêòè÷åñêè, îïåðàòîð åñòü îòîáðàæåíèå

.
Ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ åñòü ëèíåéíîå ìíîæåñòâî, òî åñòü

åñëè , òî è äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë .

Îïðåäåëåíèå 1.2.1 Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè

äëÿ âñåõ è ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë .

Îïðåäåëåíèå 1.2.2 Ëèíåéíûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå ,
åñëè ïðè . Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îí íåïðåðûâåí
â êàæäîé òî÷êå .

Äàäèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå, òåñíî ñâÿçàííîå ñ ïîíÿòèåì íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3 Ëèíåéíûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ , ÷òî

äëÿ âñåõ .

Íàèìåíüøåå èç ÷èñåë , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ( 1.2.1) , íàçûâàåòñÿ
íîðìîé îïåðàòîðà è îáîçíà÷àåòñÿ . Â êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (ñì.,
íàïðèìåð, [13]) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
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Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó íåïðåðûâíîñòüþ îïåðàòîðà è åãî îãðàíè÷åííîñòüþ? Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð íåïðåðûâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îãðàíè÷åí.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [13, 17].

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå èëè, ÷òî òî æå

ñàìîå, îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû. Áîëåå òîãî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå

íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû ñ âñþäó ïëîòíûìè â îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.4 Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì,
åñëè

äëÿ âñåõ .

Îïðåäåëåíèå 1.2.5 Ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ , ÷òî

äëÿ âñåõ .

Â çàêëþ÷åíèå íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ïðèâåäåì ïðèìåð ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî
îïåðàòîðà.

Ïóñòü îïåðàòîð îïðåäåëåí â ïðîñòðàíñòâå íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé, êîòîðûå
èìåþò íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå íà îòðåçêå è óäîâëåòâîðÿþò êðàåâûì
óñëîâèÿì

Îïåðàòîð äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíîé â ïðîñòðàíñòâå
. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå [21].

Óñòàíîâèì, ïðåæäå âñåãî, ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

Äàëåå, òàê êàê , òî
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Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (1.1.4) :

Óñèëèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, çàìåíèâ âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ åäèíèöåé:

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî åäèíèöû, ïîëó÷èì

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.5 íàø îïåðàòîð ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé.

1.3 Ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü –ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñò-
ðàíñòâå . Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó íàøåãî ñîãëàøåíèÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà
âñþäó ïëîòíà â (ñì. îïðåäåëåíèå 1.2.4) . Íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ ââåäåì íîâîå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êâàäðàòíûå
ñêîáêè) . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü âñåõ óñëîâèé ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
óêàçàííûõ â îïðåäåëåíèè 1.1.3. Äàëåå, îïðåäåëèì íîâóþ íîðìó

Ââîäÿ íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìó, ìû ïåðåõîäèì îò
ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà ê óíèòàðíîìó ïðîñòðàíñòâó. Ïðè ýòîì, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì
(1.2.3) , ïîëó÷èì
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îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

âåðíîå äëÿ âñåõ .
Îäíàêî íàøå óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïîëíûì. Â òàêîì

ñëó÷àå ìû ìîæåì ïðåâðàòèòü åãî â ãèëüáåðòîâî, ïðèñîåäèíèâ ê íåìó íåêîòîðûå íîâûå
ýëåìåíòû (ïîäîáíîòîìó, êàêìíîæåñòâîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë äîïîëíÿåòñÿ äîâñåé÷èñëîâîé
îñè ââåäåíèåì èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë) . Ðåàëèçóåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîéïîíîðìå (1.3.2) ,
íî íå èìååò ïðåäåëà â . Ïðèïèøåì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â êà÷åñòâå ïðåäåëà íîâûé
ýëåìåíò , íàçûâàåìûé ïðåäåëüíûì. Òåì ñàìûì ìû îñóùåñòâèì ïîïîëíåíèå óíèòàðíîãî
ïðîñòðàíñòâà äî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç .

Êàê îïðåäåëÿþòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà ïðåäåëüíûõ ýëåìåíòîâ? Ïóñòü
ýëåìåíòû . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè è ýëåìåíòîâ èç , äëÿ êîòîðûõ ýëåìåíòû è ïðèïèñàíû â
êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ìû ïîëàãàåì

è

Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ (1.3.4) è ( 1.3.5) íåòðóäíî äîêàçàòü. Îñòàíîâèìñÿ íà ïðåäåëå
(1.3.4) . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ,
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì
(1.3.1) íîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñèììåòðè÷íîñòü
îïåðàòîðà , èìååì

Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (1.1.2) . Ïîëó÷èì

Òàê êàê îïåðàòîð îãðàíè÷åííûé (ñì. íåðàâåíñòâî (1.2.1) ) , òî

Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (1.3.3) , ïîëó÷èì
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Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè, à òåì
ñàìûì è îãðàíè÷åííûìè, òî ïðè . Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Èòàê, åñëè , òî, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ëèáî , ëèáî ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç , ÷òî ïðè .
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíî â .

Ãèëüáåðòîâî ïðîñðàíñòâî íàçûâàþò ýíåðãåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà
. Âåëè÷èíû è íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ýíåðãåòè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì

ýëåìåíòîâ è ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìîé ýëåìåíòà .

Çàìå÷àíèå 1.3.1 Âûáîð òåðìèíîâ ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ýíåðãåòè÷åñêàÿ

íîðìà è ò.ï. ñâÿçàí ñî ñëåäóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ïðè÷èíû , õàðàêòåðèçóåìîéôóíêöèåé , ïîëó÷àåò ñìåùåíèå

, è ýòè äâå ôóíêöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì , ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûé îïåðàòîð. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå
ýíåðãèè, êîòîðóþ íóæíî çàòðàòèòü, ÷òîáû ñîîáùèòü ñèñòåìå ñìåùåíèå .

Äîêàæåì îäíî âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.3.1 Âñå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà ïðèíàäëåæàò òàêæå è ïðîñòðàí-

ñòâó . Ïðè ýòîì êàæäîìó ýëåìåíòó èç ñîîòâåòñòâóåò îäèí è òîëüêî îäèí

ýëåìåíò èç , ïðè÷åì ðàçíûì ýëåìåíòàì èç ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ýëåìåíòû

èç .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, åñëè . Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ýëåìåíòó
ïðèâåñòè â ñîîòâåòñòâèå åãî ñàìîãî. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà åñòü

ïðåäåëüíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà .
Ïóñòü . Â ýòîì ñëó÷àå, ïî îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü , ñõîäÿùàÿñÿ ê ýëåìåíòó â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå. Ïî
íåðàâåíñòâó ( 1.3.3) èìååì

Ïîýòîìó ïðè . Òî åñòü åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü â . Àòàê êàê ïðîñòðàíñòâî –ïîëíîå, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò ,
÷òî ïðè . Îòîæäåñòâëÿÿ è , ìû óñòàíîâèì ïåðâóþ ÷àñòü íàøåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâ è ëèíåéíî.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

(çíàê îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâèå) è
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Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâóþò òàêèå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è , ÷òî

â íîðìå â íîðìå

â íîðìå â íîðìå

Òîãäà äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ è , ïðè , èìååì

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

Äîïóñòèì, ÷òî ýëåìåíòàì è ñîîòâåòñòâóåò îäèí è òîò æå ýëåìåíò
. Òîãäà, â ñèëó ëèíåéíîñòè ñîîòâåòñòâèÿ, ýëåìåíòó ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé

ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà . Äîêàæåì, ÷òî –íóëåâîé ýëåìåíò èç .
Ïóñòü åñòü ïðåäåë ( â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè , òî

åñòü ïðè . Òàê êàê ýëåìåíòó â ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóåò
íóëåâîé ýëåìåíò, òî, ïî ïðàâèëó ñîîòâåòñòâèÿ, . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò . Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

Ïîýòîìó ïðè . Íî , òàê êàê .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïî îïðåäåëåíèþ (1.3.4) ,
ïîëó÷èì

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò îðòîãîíàëåí âñåì ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà , ïëîòíîãî
â . Òîãäà, ïî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó (ñì., íàïðèìåð, [13]) , åñòü íóëåâîé ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà . Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî . 2

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà âåðíåìñÿ ê óñòàíîâëåííîìó íàìè âûøå íåðàâåíñòâó (1.3.3) .
Íà ñàìîì äåëå ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî â , íî è âî âñåì ïðîñòðàíñòâå

. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òàêàÿ, ÷òî . Òîãäà, êàê ýòî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû1.3.1,

(íàïîìíèì, ÷òî ìû îòîæäåñòâëÿåì è ) . Ñëåäîâàòåëüíî, è
. Òàê êàê , òî

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè , ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

âåðíîå äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ .
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1.4 Çàäà÷à î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

Ðàññìîòðèì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèå

ãäå –ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ . Íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî îíî åäèíñòâåííî. Â ñàìîì äåëå,
ïóñòü óðàâíåíèå (1.4.1) èìååò äâà ðåøåíèÿ, è , òàê ÷òî è . Òîãäà,
â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà, . Óìíîæèâ ñêàëÿðíî íà , ïîëó÷èì

. À òàê êàê íàø îïåðàòîð ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé, òî èç
íåðàâåíñòâà ( 1.2.3) ñëåäóåò, ÷òî , òî åñòü .

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ëèíåéíîì ìíîæåñòâå
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà çàäàíëèíåéíûéôóíêöèîíàë , åñëèêàæäîìóýëåìåíòó
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî , ïðè÷åì

äëÿ âñåõ è ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë . Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íàçû-
âàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ , ÷òî

äëÿ âñåõ .

Ðàññìîòðèì, íàðÿäó ñ îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì (1.4.1) , ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë:

Ýòîò ôóíêöèîíàë íàçûâàþò ôóíêöèîíàëîì ýíåðãèè ( îòíîñèòåëüíî íàçâàíèÿ ñì. ïðèâå-
äåííîå âûøå çàìå÷àíèå 1.3.1) .

Òåîðåìà 1.4.1 Åñëè óðàâíåíèå (1.4.1) èìååò ðåøåíèå, òî ýòî ðåøåíèå ñîîáùàåò

íàèìåíüøåå çíà÷åíèåôóíêöèîíàëó (1.4.3). Îáðàòíî, ýëåìåíò ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-

ñòâà, ðåàëèçóþùèé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (1.4.3), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.4.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4.1) . Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò è ïîëîæèì . Èìååì

Åñëè , òî è, êàê ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (1.2.3) , . Òåì ñàìûì
.
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Îáðàòíî, ïóñòü ýëåìåíò ðåàëèçóåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà . Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíûéýëåìåíò . Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî÷èñëà , â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ,

Ýòî íåðàâåíñòâî, èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà , ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî . Ýòî âîçìîæíî, åñëè . Ïîëó÷èì, ÷òî ýëåìåíò
îðòîãîíàëåí âñåì ýëåìåíòàì âñþäó ïëîòíîãî â ìíîæåñòâà . Òåì ñàìûì
, òî åñòü . 2

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî çàäà÷à ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1.4.1) ðàâíîñèëüíà çàäà÷å îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (1.4.3) .
Çàäà÷è òàêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ âàðèàöèîííûìè. Îäíàêî íàøå óòâåðæäåíèå ïðåäïî-
ëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà, óäîâëåòâîðÿþùåãîóðàâíåíèþèëèðåàëèçóþùåãîìèíèìóì
ôóíêöèîíàëà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî íå âñåãäà òàê. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè . Ïðè ýòîì ïóñòü –ôóíêöèÿ, òåðïÿùàÿ
ðàçðûâ â íåêîòîðîé òî÷êå . Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óêàçàííûì êðàåâûì
óñëîâèÿì. ßñíî, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷è –â îáû÷íîì ïîíèìàíèè–íå ñóùåñòâóåò.

Ïðè÷èíà îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïåðàòîð íå âñåãäà îïðåäåëåí
íà äîñòàòî÷íî øèðîêîì ëèíåéíîì ìíîæåñòâå . Âìåñòå ñ òåì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â
îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ìîæåò èìåòü ðåøåíèå,
åñëè îáëàñòü ,– à ñ íåé è ñàì îïåðàòîð,– äîëæíûì îáðàçîì ðàñøèðèòü. Èíûìè
ñëîâàìè, íåîáõîäèìî èçìåíèòü ïîñòàíîâêó âàðèàöèîííîé çàäà÷è òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî
ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå åå ðåøåíèÿ.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûøåñêàçàííîå, ìû ïåðåõîäèì ê îïðåäåëåíèþòàê íàçûâàåìîãî
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè.

Çàïèøåì ôóíêöèîíàë èç (1.4.3) â âèäå

Ðàñøèðèì ýòîò ôóíêöèîíàë íà âñå ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî , òî åñòü ðàññìîòðèì
ôóíêöèîíàë



1.4 Çàäà÷à î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè 21

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóÿ çàïèñü ïðè , ìû îñíîâûâàåìñÿ íà óòâåðæäåíèè
òåîðåìû 1.3.1 . Ãîâîðÿ î ðàñøèðåíèè îïåðàòîðà, ìû èìååì â âèäó òî, ÷òî
äëÿ .

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

ÿâëÿþùèéñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì ôóíêöèîíàëîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëüçóÿñü íåðàâåí-
ñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ( 1.1.2) è íåðàâåíñòâîì (1.3.6) , èìååì

Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Ðèññà4 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò –òàêîé, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Òåïåðü ôóíêöèîíàë èç ( 1.4.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà èç (1.4.4) íà
ìíîæåñòâå ìû áóäåì èñêàòü ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà èç ( 1.4.8) â ýíåðãåòè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå . Êàê óâèäèì íèæå, âèäîèçìåíåííàÿ òàêèì îáðàçîì âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à
ðåøàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (1.4.8)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

òî åñòü ïîëó÷èì

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà äîñòèãàåòñÿ ïðè , à èìåííî:

Ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (1.4.1) .
Çàìåòèì, ÷òî åñëè îáîáùåííîå ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò , òî îíî ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4.1) .

4Ðèññ Ôðèäüåø (1880–1956)–âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê, âíåñ ôóíäàìåíòàëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.
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Ïðèâåäåì ïîëåçíîå äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê òîæäåñòâî, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò
îáîáùåííîå ðåøåíèå . Èç (1.4.6) è (1.4.7) î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî

Â ñâÿçè ñ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè âàðèàöèîííîé çàäà÷åé ââåäåì îäíî âàæíîå ïîíÿòèå.
Îïðåäåëèâìèíèìàëüíîåçíà÷åíèå(1.4.10) ôóíêöèîíàëà , íàçîâåìïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ ìèíèìèçèðóþùåé, åñëè

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ëåãêî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.4.2 Ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê îáîáùåííîìó

ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.4.1) – êàê â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå, òàê è â ìåòðèêå èñõîäíîãî

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Èç (1.4.9) èìååì

Òîãäà, â ñèëó ( 1.4.12) , ïîëó÷èì, ÷òî ïðè . Ñõîäèìîñòü â íîðìå
ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (1.3.6) . 2

Ýòà òåîðåìà ëåæèò â îñíîâå ìíîãèõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ
óðàâíåíèé (1.4.1) . Àèìåííî, ÷òîáûðåøèòü óðàâíåíèå (â îáîáùåííîìñìûñëå) , äîñòàòî÷íî
ïîñòðîèòü ìèíèìèçèðóþùóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ ôóíêöèîíàëà . Ëþáîé ÷ëåí ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äàííîãî
óðàâíåíèÿ.

1.5 Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû êðàåâûõ çàäà÷

Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(îáû÷íî ê óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ðåæå–ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì) ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.
Ýòè óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ êðàåâûìè èëè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ìû ìîæåì ïðèìåíèòü
ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé îïèñàííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä, åñëè
óñòàíîâèì ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðà çàäà÷è, îïðåäåëÿåìîãî ëåâîé ÷àñòüþ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
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Óðàâíåíèå Øòóðìà5-Ëèóâèëëÿ6

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ è íåïðåðûâíû íà îòðåçêå , à ôóíêöèÿ åùå
è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè,
íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùèå êðàåâûì óñëîâèÿì (1.5.2) . Äîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü âñþäó
ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå ( ñì., íàïðèìåð, [21]) . Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ( , ) áûë ðàññìîòðåí â ïàðàãðàôå 1.2 .

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, äëÿ âñåõ ïîëó÷èì

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð –ñèììåòðè÷íûé. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ (1.5.3) , èç
(1.5.4) èìååì

Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ áûëî ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî (1.2.4) ,
ìîæíî àíàëîãè÷íî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

Èç (1.5.5) è (1.5.6) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

5Øòóðì Øàðëü Ôðàíñóà (1803–1855)–ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, îñíîâíûå íàó÷íûå òðóäû
ïîñâÿùåíû äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíàì.

6Ëèóâèëëü Æîçåô (1809–1882)– ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, èçâåñòåí ñâîèìè ðàáîòàìè ïî
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è òåîðèè ôóíêöèé.
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êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé.
Îïèñàííîå â ïàðàãðàôå 1.3 ïîïîëíåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ïðèâîäèò ê

ýíåðãåòè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó , ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â êîòîðîì
îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îòûñêàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.5.1) ,( 1.5.2) , ñîãëàñíî (1.4.5) , ñâîäèòñÿ ê
íàõîæäåíèþìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà

Óðàâíåíèå Ïóàññîíà: çàäà÷à Äèðèõëå

Ïóñòü åñòü êîíå÷íàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â ïëîñêîñòè êîîðäèíàò è , îãðàíè÷åííàÿ
ãëàäêîé êðèâîé (îïðåäåëåíèå ãëàäêîé êðèâîé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [11, 30]) .
Ðàññìîòðèì â îáëàñòè óðàâíåíèå

ãäå åñòü îïåðàòîð Ëàïëàñà7, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

Óðàâíåíèå (1.5.9) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà8; îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà
(êîãäà ) íàçûâàþò òàêæå óðàâíåíèåì Ëàïëàñà.

Çàäà÷à Äèðèõëå9 äëÿ óðàâíåíèÿÏóàññîíà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèèôóíêöèè ,
óäîâëåòâîðÿþùåé â îáëàñòè óðàâíåíèþ (1.5.9) , à íà ãðàíèöå îáëàñòè –êðàåâîìó
óñëîâèþ

Çäåñüìûîãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåìçàäà÷èÄèðèõëå ñîäíîðîäíûìêðàåâûìóñëîâèåì,
òî åñòü êîãäà . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð Ëàïëàñà êàê îïåðàòîð,

7Ëàïëàñ Ïüåð Ñèìîí (1749–1827)–ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ôèçèê è àñòðîíîì, èçâåñòåí
ðàáîòàìèâ îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéèíåáåñíîéìåõàíèêè, îäèíèç ñîçäàòåëåé òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé.

8Ïóàññîí Ñèìåîí Äåíè (1781–1840)–ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíèê è ôèçèê, îñíîâíûå
íàó÷íûå òðóäû îòíîñÿòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è íåáåñíîé ìåõàíèêå.

9Äèðèõëå Ïåòåð Ãóñòàâ ( 1805–1859)–íåìåöêèé ìàòåìàòèê, âíåñøèé ñóùåñòâåííûé âêëàä â
ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, òåîðèþôóíêöèé è òåîðèþ ÷èñåë.
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äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå (ñì., íàïðèìåð, [13, 14]) . Íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Çà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà çàäà÷è Äèðèõëå ïðèìåì ìíîæåñòâî
ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè è âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè â çàìêíóòîé
îáëàñòè è ðàâíûõ íóëþ íà ãðàíèöå . Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü âñþäó
ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå (ñì., íàïðèìåð, [21]) .

Äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è
îáîçíà÷åíèÿ. Ãðàäèåíòîì ôóíêöèè â òî÷êå íàçûâàåòñÿ âåêòîð

Çàïèñü îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ è , à èìåííî,

Ïðè ýòîì

åñòü, ôàêòè÷åñêè, äëèíà âåêòîðà.
Ïóñòü –åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê êðèâîé . Âûðàæåíèå

îïðåäåëÿåò ïðîèçâîäíóþôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ (ñì., íàïðèìåð, [11, 30]) .
Äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïðèâåäåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

êîòîðóþ ìû áóäåì íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.
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Èòàê, âîçâðàòèìñÿ ê íàøåé çàäà÷å Äèðèõëå. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé , ïîëüçóÿñü
ôîðìóëîé (1.5.16) , èìååì

Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.5.13) è (1.5.15) , ïîëó÷èì

À òàê êàê íà ãðàíèöå ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî

Òàêèì îáðàçîì, íàø îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì.
Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

ãäå , ñïðàâåäëèâîå äëÿ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íóëåâîìó ãðàíè÷-
íîìó óñëîâèþ (ñì., íàïðèìåð, [13, 20]) . Ýòî íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

Ôðèäðèõñà10. Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî, èç ( 1.5.18) ïîëó÷èì

Ïîïîëíåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ïðèâîäèò ê ýíåðãåòè÷åñêîìó
ïðîñòðàíñòâó ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

Íàõîæäåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.5.9) ñ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì,
ñîãëàñíî (1.4.5) , ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà

10Ôðèäðèõñ Êóðò Îòòî (1901–1982)–íåìåöêèé è àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê, îñíîâíûå íàó÷íûå
òðóäû îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.
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Óðàâíåíèå Ïóàññîíà: òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå Ïóàññîíà (1.5.9) ñ òàê íàçûâàåìûìòðåòüèì êðàåâûì

óñëîâèåì

ãäå –çàäàííàÿ íà êðèâîé îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì .
Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè è âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè â
çàìêíóòîé îáëàñòè è óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâîìó óñëîâèþ (1.5.23) .

Ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà ëåãêî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (1.5.17) . Äåéñòâèòåëüíî,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå êðàåâîå óñëîâèå (1.5.23) , èìååì

Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòüîïåðàòîðà äîêàçûâàåòñÿ òàêæåíåñëîæíî, åñëèâîñïîëü-
çîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òàêæå ïðèïèñûâàåìîå Ôðèäðèõñó (ñì., íàïðèìåð,
[20]) . Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî, èç ( 1.5.24) ïîëó÷èì

Ïîïîëíåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ïðèâîäèò ê ýíåðãåòè÷åñêîìó
ïðîñòðàíñòâó , ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â êîòîðîì îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà
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1.6 Ìåòîä Ðèòöà

Êàê áûëî ñêàçàíî â ïàðàãðàôå 1.4, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì îïåðàòîðîì , äåéñòâóþùèì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
, ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ôóíêöèîíàëà

Îäíèì èç ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
Ðèòöà

11, êîòîðûé ìû èçëîæèì íèæå.
Îïðåäåëèì â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. ïðè ëþáîì ýëåìåíòû ëèíåéíî íåçàâèñèìû;

2. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.6.3) ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå ; ïîëíîòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà è ëþáîãî íàéäóòñÿ
òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è òàêîé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ , ÷òî

.

Ýëåìåíòû áóäåì íàçûâàòü áàçèñíûìè.

Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé îáðàçóåì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ïåðâûõ ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.6.3) , òî åñòü

Òåì ñàìûì ìû èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè ýëåìåíò , ðåàëèçóþùèé ìèíèìóì

ôóíêöèîíàëà â ïîäïðîñòðàíñòâå , òî åñòü òàêîé, ÷òî

Ëþáîé ýëåìåíò ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì ýëåìåíòàì:

11Ðèòö Âàëüòåð (1878–1909)–øâåéöàðñêèé è íåìåöêèé ôèçèê è ìàòåìàòèê, îñíîâíûå ðàáîòû
îòíîñÿòñÿ ê ðåøåíèþ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
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Ïîäñòàâèâ òàêóþ çàïèñü ýëåìåíòà â âûðàæåíèå (1.6.2) ôóíêöèîíàëà , ïîëó÷èì

Èòàê, îãðàíè÷åíèå íàøåãîôóíêöèîíàëà íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèâîäèò êôóíêöèè
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ . Êàê èçâåñòíî, íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè

ìèíèìóìà ÿâëÿþòñÿ

(ñì., íàïðèìåð, [11, 30]) . Ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ:

Ïðèðàâíèâàÿ èõ ê íóëþ, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

íàçûâàåìóþ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ðèòöà. Ìàòðèöà ñèñòåìû

åñòü ìàòðèöà Ãðàìà12 ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ýëåìåíòîâ ; èçâåñòíî,
÷òî ýòà ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ (ñì., íàïðèìåð, [2, 4]) . Ïîýòîìó ñèñòåìà
(1.6.7) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ è
âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé, à èìåííî:

...
...

òî ñèñòåìó (1.6.7) ìîæíî çàïèñàòü â êîìïàêòíîì âèäå

12Ãðàì Éîðãåí Ïåäåðñåí (1850–1916)–äàòñêèé ìàòåìàòèê, îñíîâíûå òðóäû îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè
ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, òåîðèè ÷èñåë è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.
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Ïóñòü –ðåøåíèå ñèñòåìû (1.6.7) . Òîãäà ýëåìåíò

èáóäåò ðåøåíèåìâàðèàöèîííîéçàäà÷è(1.6.5) . Â ýòîìíåòðóäíîóáåäèòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
êàê ñëåäóåò èç çàïèñåé (1.6.6) ,( 1.6.8) è (1.6.9) , äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà âåðíî
ïðåäñòàâëåíèå

Èìååì

ãäå –âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (1.6.11) . Òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû (1.6.10) , òî

Ïîýòîìó, åñëè (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ) , òî â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé
îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû Ãðàìà ; òåì ñàìûì .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áàçèñíûå ýëåìåíòû âûáðàíû èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà
, òî ñîãëàñíî (1.3.1) ìîæåì çàïèñàòü , è ñèñòåìà Ðèòöà ( 1.6.7)

ïðèìåò âèä

Èìåÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( 1.6.4) âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ è ðåøàÿ â êàæäîì
èç íèõ çàäà÷ó ( 1.6.5) , ìû ïðèõîäèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ,
Î÷åâèäíî, ÷òî

ãäå åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (1.6.1) .
Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ íàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìèçèðóþùåé.
Îðòîãîíàëèçèðóÿ ñèñòåìó áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ (1.6.3) , ïåðåéäåì ê îðòîíîðìèðî-

âàííîé ñèñòåìå , òî åñòü òàêîé, ÷òî

åñëè ,
åñëè .

Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðèìåíèòü õîðîøî èçâåñòíûé ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-

Øìèäòà13( ñì., íàïðèìåð, [2, 6, 14]) . Ïîëíîòà ñèñòåìû âûòåêàåò èç ïîëíîòû

13Øìèäò Ýðõàðä (1876–1959)–íåìåöêèé ìàòåìàòèê, îñíîâíûå ðàáîòû îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè
ôóíêöèé, èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì è ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó.
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èñõîäíîé ñèñòåìû (1.6.3) . Ïðè ýòîì èç ïðèíöèïà ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññà Ãðàìà-Øìèäòà
ñëåäóåò, ÷òî

Ðàçëîæèì îáîáùåííîå ðåøåíèå ïî ýëåìåíòàì íîâîãî áàçèñà:

ãäå , ÷òî ëåãêî ïîëó÷èòü èç ( 1.6.13) . Ïîëîæèì

Òàê êàê è , òî ïðè . Èìååì

ñëåäîâàòåëüíî,

è, òåì ñàìûì, ïðè . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ìèíèìèçèðóþùàÿ.

Èòàê, íà îñíîâàíèè äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû 1.4.2 ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.6.1 Ïîñòðîåííàÿ ïî ìåòîäó Ðèòöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ,

ñõîäèòñÿ ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.6.1) êàê â ýíåðãåòè÷åñêîé

íîðìå, òàê è â íîðìå èñõîäíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ïîëó÷èì îäíî ïîëåçíîå òîæäåñòâî, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.6.1) . Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (1.6.11) ýëåìåíòà

ïî áàçèñíûì ýëåìåíòàì ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Ðèòöà ( 1.6.7) , òî

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ íà ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà è ñóììèðóÿ ïî âñåì îò äî
, ïîëó÷èì òîæäåñòâî

Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ñîãëàñóåòñÿ êàê ñ ñàìîé
ïîñòàíîâêîé çàäà÷è î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè, òàê è ñ èäååé ìåòîäà Ðèòöà åå
ðåøåíèÿ.
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Òåîðåìà 1.6.2 Ïóñòü åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

(1.6.1), à – ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì Ðèòöà. Òîãäà

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ( 1.4.11) ,

Èìåÿ åùå è òîæäåñòâî ( 1.6.14) , ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
. Â ÷àñòíîñòè,

Ïðåîáðàçóåì ýòî ðàâåíñòâî, çàïèñàâ åãî â âèäå

èëè

Äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî –
ïðèìåíèòåëüíî ê ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå:

Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà , îòêóäà è ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1.6.15) . 2

Äîêàçàííàÿ íàìè òåîðåìà, êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùåé ãëàâå, óêàçûâàåò ïóòü
ïîëó÷åíèÿ îöåíêèðàçíîñòèìåæäóîáîáùåííûìèïðèáëèæåííûìðåøåíèÿìèîïåðàòîðíîãî
óðàâíåíèÿ (1.6.1) .

1.7 Ìåòîä Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà Ðèòöà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ïðèìåíèì ëèøü äëÿ óðàâíåíèé ñ
ñèììåòðè÷íûìè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè îïåðàòîðàìè. Îò ýòîãî íåäîñòàòêà ñâîáîäåí
äðóãîé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, íàçûâàåìûé ìåòîäîì Áóáíîâà14-Ãàëåðêèíà15 ( åãî
÷àñòî íàçûâàþò òàêæå ìåòîäîì Ãàëåðêèíà) .

14Áóáíîâ Èâàí Ãðèãîðüåâè÷ (1872–1919)– ðîññèéñêèé êîðàáåëüíûé èíæåíåð, ìàòåìàòèê è
ìåõàíèê.

15Ãàëåðêèí Áîðèñ Ãðèãîðüåâè÷ (1871–1945)– ðîññèéñêèé ìåõàíèê è ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé
ñâîèìè ðàáîòàìè â îáëàñòè òåîðèè óïðóãîñòè.
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Èçëîæèì îñíîâíóþèäåþìåòîäà è äàäèì åãî êðàòêîå îïèñàíèå. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ñ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì , äåéñòâóþùèì â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå . Êàê áûëî óæå ñêàçàíî â ïàðàãðàôå 1.2, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà âñþäó ïëîòíà â .

Çàäàäèì â ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. ïðè ëþáîì ýëåìåíòû ëèíåéíî íåçàâèñèìû;

2. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.7.2) ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà è ëþáîãî íàéäóòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è òàêîé

íàáîð êîýôôèöèåíòîâ , ÷òî .

Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.7.1) èùåòñÿ â âèäå

ãäåêîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ èçóñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòèòàê íàçûâàåìîé
íåâÿçêè è áàçèñíûõ ôóíêöèé:

Ýòè óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

íàçûâàåìîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà.
Èòàê, îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: â ñèëó ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà
â ïðîñòðàíñòâå , â ïðåäåëå (ïðè ) , êàê ñëåäóåò èç (1.7.4) , ýëåìåíò

îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Îòìåòèì îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Óðàâíåíèÿ Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà (1.7.5) ïîôîðìå

ñîâïàäàþò ññîîòâåòñòâóþùèìèóðàâíåíèÿìè(1.6.12) ìåòîäà Ðèòöà, êîãäà . Òàêèì
îáðàçîì, åñëè îïåðàòîð ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé, òî ìåòîäû Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà è
Ðèòöà ñîâïàäàþò.

Ìåòîä Ðèòöà, êàê áûëî ñêàçàíî â ïàðàãðàôå 1.4, ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì âàðèàöèîííîãî

òèïà. Ìåòîä æå Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà íå ñâÿçàí íåïîñðåäñòâåííî ñ ìèíèìèçàöèåé êàêîãî-
ëèáîôóíêöèîíàëà. Îíîñíîâàííà ïðîåêòèðîâàíèèíåâÿçêè íà êàæäûéèçáàçèñíûõ
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ýëåìåíòîâ è ïðèðàâíèâàíèè ðåçóëüòàòà ê íóëþ. Òåì ñàìûì ìåòîä Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà
îòíîñÿò ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ.

Çäåñüìûíåáóäåìçàíèìàòüñÿ îáîñíîâàíèåììåòîäà â îáùåìñëó÷àå. Â ñëåäóþùåéãëàâå
–ïðè ðàññìîòðåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé–ýòîò âîïðîñ áóäåò
äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èññëåäîâàí.
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ÌÅÒÎÄ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÄËß

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÓÀÑÑÎÍÀ

Â íàñòîÿùåé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûåïðèíöèïû, ìåòîäûè òåõíèêà ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì
êîíå÷íîýëåìåíòíûõ óðàâíåíèé äëÿ äâóìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.
Çíà÷èòåëüíîå ìåñòî îòâîäèòñÿ âûâîäó îöåíîê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ,
îñíîâàííûõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåìàõ àïïðîêñèìàöèè. Ïðåñëåäóÿ öåëü îçíàêîìèòü
÷èòàòåëÿ ñ îñíîâàìè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ –áåç ïðèâëå÷åíèÿ èçëèøíèõ ïðè òàêîì
ïîäõîäå äåòàëåé ÷èñòî òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà –èçëîæåíèå ìàòåðèàëà âåäåòñÿ íà ïðèìåðå
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Îäíàêî õîä ðàññóæäåíèé è ïðàêòè÷åñêè âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ìîãóò áûòü ïî àíàëîãèè ïåðåíåñåíû íà ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà.

2.1 Î ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ

ðàçíîñòåé. Â îñíîâåýòîãîìåòîäà ëåæèòèäåÿ çàìåíûïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ âóðàâíåíèå,
êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè íà âûáðàííîé ñåòêå óçëîâ. Â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé–ñèñòåìû ñåòî÷íûõ

óðàâíåíèé, íåèçâåñòíûå êîòîðîé òðàêòóþòñÿ êàê ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìîãî
ðåøåíèÿ â óçëàõ ñåòêè. Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé îáëàäàåò îäíèì âàæíûì äîñòîèíñòâîì,
êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ
ðàçðåæåííîé, òî åñòü ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî íóëåé, ÷èñëî êîòîðûõ ñîïîñòàâèìî
ñ ïîðÿäêîì ìàòðèöû. Ìåòîä õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷
â îáëàñòÿõ ”ïðàâèëüíîé” ôîðìû, íàïðèìåð, â îáëàñòÿõ ïðÿìîóãîëüíîãî òèïà. Îäíàêî
â îáëàñòÿõ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñîïðÿæåíî ñ
îïðåäåëåííûìè òðóäíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè êàê ñ çàïèñüþ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âáëèçè
ãðàíèöû îáëàñòè, òàê è ñ àïïðîêñèìàöèåé ñàìèõ êðàåâûõ óñëîâèé. Ìîãóò áûòü íàðóøåíû
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(êàê ïðàâèëî, ýòî è ïðîèñõîäèò!) òàêèå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà èñõîäíîé
êðàåâîé çàäà÷è, êàê åãî ñèììåòðè÷íîñòü è ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü –ìàòðèöà
ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé î÷åíü ÷àñòî íå íàñëåäóåò ýòè ñâîéñòâà. À ýòî âëå÷åò çà ñîáîé
ðÿä òðóäíîñòåé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåì ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé.

Â íà÷àëå XX-ãî ñòîëåòèÿ ïîÿâèëèñü íîâûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, îñíîâàííûå íà âàðèàöèîííûõ
è ïðîåêöèîííûõ ïðèíöèïàõ: ýòî ìåòîäû Ðèòöà è Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà, î êîòîðûõ
ãîâîðèëîñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Ïðèâëåêàòåëüíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àëàñü, ïðåæäå
âñåãî, â òîì, ÷òî îíè ñîõðàíÿëè âàæíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé
çàäà÷è – ñèììåòðè÷íîñòü è ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü. Âìåñòå ñ òåì, âîçíèêëè
ïðîáëåìû äðóãîãî ðîäà. Âíà÷àëå â âàðèàöèîííûõ è ïðîåêöèîííûõ ìåòîäàõ â êà÷åñòâå
áàçèñíûõôóíêöèéèñïîëüçîâàëèñü àëãåáðàè÷åñêèåèòðèãîíîìåòðè÷åñêèåìíîãî÷ëåíû. Ïðè
ýòîì ìàòðèöû ïîëó÷àþùèõñÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îêàçûâàëèñü
ïðàêòè÷åñêè ”çàáèòûìè” íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Áûëî óòðà÷åíî – ïî ñðàâíåíèþ ñ
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé – òàêîå âàæíîå ñâîéñòâî, êàê ðàçðåæåííîñòü ìàòðèöû
ñèñòåìû. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çàòðóäíÿëî ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ è ïðîåêöèîííûõ
ìåòîäîâ ïðè áîëüøîì ÷èñëå áàçèñíûõ ôóíêöèé.

Âî âòîðîé ïîëîâèíå XX-ãî ñòîëåòèÿ îòíîøåíèå ê ïðîåêöèîííûì ìåòîäàì â
êîðíå èçìåíèëîñü. Íà÷àëîñü âñå ñ òîãî, ÷òî â 1943 ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ
Ð. Êóðàíòà1[41], â êîòîðîé àâòîð ïðåäëàãàë èñïîëüçîâàòü â ìåòîäå Ðèòöà ñïåöèàëüíûå
áàçèñíûå ôóíêöèè. Êðàòêî ïîÿñíèì, â ÷åì çàêëþ÷àëàñü îñíîâíàÿ ñïåöèôèêà ýòèõ
ôóíêöèé. Åñëè áû áàçèñíûå ôóíêöèè ìåòîäà Ðèòöà èëè ìåòîäà Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà
áûëè ”îðòîãîíàëüíû” â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè , òî ìû ïðèøëè áû ê
ñèñòåìàì (1.6.12) è (1.7.5) ñ äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïîñòðîåíèå
òàêèõ ôóíêöèé íåðåàëüíî. Îäíàêî ìîæíî áðàòü áàçèñíûå ôóíêöèè, êîòîðûå îòëè÷íû îò
íóëÿ ëèøü â ñðàâíèòåëüíîìàëîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ àðãóìåíòîâ. Òàêèåôóíêöèè ïîëó÷èëè
íàçâàíèå ôèíèòíûõ ôóíêöèé èëè ôóíêöèé ñ ëîêàëüíûìè íîñèòåëÿìè. Ýòî ïðèâåäåò
ê òîìó, ÷òî êàæäàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ îêàæåòñÿ ”îðòîãîíàëüíîé” ïî÷òè âñåì îñòàëüíûì,
çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà, íå çàâèñÿùåãî îò îáùåãî êîëè÷åñòâà ôóíêöèé. Â
ðåçóëüòàòå ìàòðèöà ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñòàíåò ðàçðåæåííîé.

Èäåÿ Êóðàíòà íå áûëà ïî äîñòîèíñòâó âîñïðèíÿòà â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè, âïëîòü
äî 1964 ãîäà, êîãäà ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ Ë.À. Îãàíåñÿíà2[22], â êîòîðîé áûëè çàëîæåíû
îñíîâû íîâîãî íàïðàâëåíèÿ â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè –ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ýòà ñòàòüÿ ñòàëà ïåðâîé
ðàáîòîé, ãäå áûëà äàíà ñîâðåìåííàÿ ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà è ïîëó÷åíû ïåðâûå ðåçóëüòàòû
ïî åãî ìàòåìàòè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ñåòî÷íûì ìåòîäîì, â êîòîðîì

1Êóðàíò Ðèõàðä ( 1888–1972)–íåìåöêèé è àìåðèêàíñêèéìàòåìàòèê ïîëüñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ,
èçâåñòåí ñâîèìè ðàáîòàìè â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

2Îãàíåñÿí Ëåîíàðä Àìàÿêîâè÷ (1925–2013)–ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê, êðóïíûé ñïåöèàëèñò ïî
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿì, îäèí èç ñîçäàòåëåé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
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äèñêðåòèçàöèÿ êðàåâîé çàäà÷è ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå âàðèàöèîííûõ èëè ïðîåêöèîííûõ
ìåòîäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ñ ëîêàëüíûìè íîñèòåëÿìè,
ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé îáúåäèíåíèå íåáîëüøîãî ÷èñëà ÿ÷ååê ñåòêè. Îáû÷íî â êà÷åñòâå
áàçèñíûõ áåðóòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå íà êàæäîé ÿ÷åéêå ñåòêè
ÿâëÿþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè ìíîãî÷ëåíàìè. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
åñòü ðåçóëüòàò ñèíòåçà ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è ìåòîäà Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà.

Âìåñòå ñî ñòàâøèì òåïåðü îáùåïðèíÿòûì íàçâàíèåì ìåòîäà óïîòðåáëÿþòñÿ òàêæå
òåðìèíû âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíûé, ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûé è äð. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî
íàçâàíèå ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîèñõîäèò, ïî âñåé âèäèìîñòè, îò ïðèìåíÿåìîãî
èíæåíåðàìè ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè è òåîðèè óïðóãîñòè,
îñíîâàííîãî íà ðàçáèåíèè êîíñòðóêöèè èëè òåëà íà ïîäñòðóêòóðû (ýëåìåíòû) è
óñòàíîâëåíèþ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñâÿçåé ìåæäó íèìè.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå íà ïðàêòèêå êàê
ýôôåêòèâíîå ñðåäñòâî ðåøåíèÿ ìíîãèõ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ è, â ÷àñòíîñòè, ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Ïðèìåíÿåòñÿ îí è ïðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé. Åìó ïîñâÿùåíà
îáøèðíàÿ íàó÷íàÿ ëèòåðàòóðà –îãðîìíîå ÷èñëî ñòàòåé, ìíîæåñòâî ó÷åáíèêîâ è ìîíî-
ãðàôèé.

2.2 Äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ãäå , ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2.1) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Â êóðñå
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ( ñì., íàïðèìåð, [24, 32]) . Ãîâîðÿ î ðåøåíèè, ìû
èìååì â âèäó ðåøåíèå èç ïðîñòðàíñòâà – ïðîñòðàíñòâà äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé. Óðàâíåíèåèìååò îïðåäåëåííûéôèçè÷åñêèé
ñìûñë–îíîîïèñûâàåò, íàïðèìåð, ñòàöèîíàðíîåðàñïðåäåëåíèåòåìïåðàòóðûâ îäíîðîäíîì
ñòåðæíå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óðàâíåíèå (2.2.1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûìñëó÷àåìðàññìîòðåííîãî
íàìè âûøå óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ( 1.5.1) , êîãäà è .

Êðàåâàÿ çàäà÷à (2.2.1) ,( 2.2.2) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, íî, âìåñòå ñ òåì, è äîñòàòî÷íî
ñîäåðæàòåëüíîé îäíîìåðíîé ìîäåëüþ áîëåå ñëîæíûõ –â ñìûñëå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ –
äâóìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íà ïðèìåðå êîòîðîé ìû ïîñòàðàåìñÿ ïðåäñòàâèòü
îñíîâíûå àñïåêòû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2.1) ,( 2.2.2) ìû ïðèìåíèì îïèñàííûé â ïàðàãðàôå 1.6 ìåòîä
Ðèòöà ñî ñïåöèàëüíûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè. Ñ ó÷åòîì ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ
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îòíîñèòåëüíî òîãî, ÷òî óðàâíåíèå (2.2.1) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðà

çàäà÷è, ñîãëàñíî (1.5.7) , îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ââåäåì íà îòðåçêå ñåòêó óçëîâ

ãäå åñòü øàã ñåòêè. Óçëû , íàçîâåì âíóòðåííèìè;
óçëû è –ãðàíè÷íûå óçëû. Êàæäîìó âíóòðåííåìó óçëó ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå áàçèñíóþ íåïðåðûâíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþôóíêöèþ , ðàâíóþ åäèíèöå
â óçëå è íóëþ âî âñåõ îñòàëüíûõ óçëàõ ñåòêè (Ðèñ. 2.2.1) .

-
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Ðèñ. 2.2.1. Áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

åñëè ,

åñëè ,

åñëè .

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü íà îòðåçêå äëèíû .
Ñîâîêóïíîñòü áàçèñíûõ ôóíêöèé , îáðàçóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ
ñèñòåìó; ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñàìèõ ôóíêöèé, à èìåííî, èç òîãî, ÷òî

ãäå åñòü ñèìâîë Êðîíåêåðà ( , åñëè , è ) .
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Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.1) ,(2.2.2) áóäåì èñêàòü â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ââåäåííûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé, òî åñòü êàê ýëåìåíò ïîäïðîñòðàíñòâà

ýíåðãåòè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà . Ôóíêöèèèç (ìûáóäåìîáîçíà÷àòüèõ ñ”øàïî÷êîé”)
ïðåäñòàâèìû â âèäå

Î÷åâèäíî, ÷òî , è . Ôàêòè÷åñêè, íåïðåðûâíàÿ
êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ åñòü ðåçóëüòàò ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïî çíà÷åíèÿì

âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè (Ðèñ. 2.2.2) .
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Ðèñ. 2.2.2. Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

Ñîãëàñíî ìåòîäó Ðèòöà, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íàì íóæíî
ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ãäå

è
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( ñì. ñèñòåìó (1.6.7) è îïðåäåëåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2.2.3) ) . Êîýôôèöè-
åíòû ñèñòåìû (2.2.8) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ. Ïðè ýòîì ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñèëó ôèíèòíîñòè
áàçèñíûõ ôóíêöèé ìàòðèöà ñèñòåìû (2.2.8) ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé. Ïîëüçóÿñü
âûðàæåíèÿìè (2.2.5) äëÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé, íàõîäèì:

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ëèíåéíîé ñèñòåìå

ãäå

ïðè ýòîì â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ìû ïîëàãàåì .
Äàäèìíåêîòîðûåêîììåíòàðèèê ñèñòåìå (2.2.9) . Ïîñâîåìóâèäóîíà î÷åíüíàïîìèíàåò

ñèñòåìó ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìóþ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Íåáîëüøèå
ðàçëè÷èÿ íàáëþäàþòñÿ ëèøü â ñëåäóþùèõ äâóõ ïîçèöèÿõ. Â ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé–
ïðè àïïðîêñèìàöèè â óçëå ñëàãàåìîãî –â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.2.1) îáû÷íî
èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ýòîì óçëå; çäåñü ó÷àñòâóåò âûïóêëàÿ
êîìáèíàöèÿ çíà÷åíèéèñêîìîéêóñî÷íî-ëèíåéíîéôóíêöèèâîêðåñòíîñòèðàññìàòðèâàåìîãî
óçëà. Äàëåå, â êà÷åñòâå ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé áåðóòñÿ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óçëàõ ñåòêè; çäåñü ìû èìååì ”óñðåäíåííîå” çíà÷åíèå (2.2.10)
ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè óçëà. Åñëè, íàïðèìåð, â
ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, òî

Ïåðåïèøåì òðåõäèàãîíàëüíóþ ñèñòåìó (2.2.9) â ”ñòàíäàðòíîì” âèäå

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îíà èìååò äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî
ïðèìåíèòü ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïðîãîíêè ( ñì., íàïðèìåð, [1, 25]) .

Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé
(2.2.11) . Òåì ñàìûì, ìû èìååì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå



2.2 Äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à 41

çàäà÷è (2.2.1) ,( 2.2.2) èç ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé (ñì. (2.2.6)
è ( 2.2.7) ) . Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îöåíêå ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì
ðåøåíèÿìè çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 1.6.2 , à òî÷íåå,
ðàâåíñòâîì (1.6.15) , ïåðåïèñàâ åãî â îáîçíà÷åíèÿõ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà:

Äàëåå, ïóñòü

ãäå . Ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì â óçëàõ ñåòêè.
Íàçîâåì ýòó ôóíêöèþ êóñî÷íî-ëèíåéíûì âîñïîëíåíèåì ôóíêöèè . Èç ðàâåíñòâà
(2.2.12) î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé
íîðìå ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ðàçíîñòè ìåæäó ôóíêöèåé è åå êóñî÷íî-ëèíåéíûì
âîñïîëíåíèåì .

Ïåðåéäåì ê âûâîäó ýòîé îöåíêè. Íàïîìíèì, ÷òî ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, àññîöè-
èðóåìûì ñ íàøåé çàäà÷åé, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî , íîðìà â êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðè ïðîâåäåíèè îöåíîê ìû áóäåì íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî òèïà

êîòîðîå ëåãêî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (1.1.4) .

Ëåììà 2.2.1 Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê ðàçáèåíèÿ (2.2.4) îòðåçêà
. Òàê êàê ôóíêöèÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå ëèíåéíàÿ, òî
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Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò. Äâàæäû ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî
(2.2.14) è ðàñøèðÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, íàéäåì, ÷òî

Äàëåå, ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî:

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

è òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó (2.2.15) . 2

Ëåììà 2.2.2 Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ñëó÷àå ïðåäûäóùåé ëåììû, ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê
ðàçáèåíèÿ (2.2.4) îòðåçêà . Òàê êàê â óçëàõ ñåòêè ôóíêöèè è

ñîâïàäàþò, òî
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Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2.2.14) , ïîëó÷èì

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî:

Äàëåå, ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íàõîäèì, ÷òî

Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûì âûøå íåðàâåíñòâîì (2.2.15) , óáåæäàåìñÿ â ñïðà-
âåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (2.2.16) . 2

Èìåÿ íåðàâåíñòâà (2.2.15) è( 2.2.16) , íåòðóäíîîöåíèòüíîðìó . Äåéñòâèòåëüíî,
ñîãëàñíî (2.2.3) ,

Òîãäà

Òàê êàê âåëè÷èíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò .
Òåïåðü óæå ìîæíî âûâåñòè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 2.2.1 Ïóñòü åñòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.1), (2.2.2), à –

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Òîãäà

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, êàê ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ ( 2.2.13) è (2.2.17) ,

Äàëåå, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

Äåéñòâèòåëüíî, âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.2.1) â êâàäðàò è ïðîèíòåãðèðóåì:

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî÷àñòÿìèïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
(2.2.2) , ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

Íåðàâåíñòâî ( 2.2.20) î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, à èç (2.2.19) è (2.2.20)
ïðèõîäèì ê îöåíêå (2.2.18) . 2

Íà ïðèìåðå äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è ìû ïîëó÷èëè ïåðâîå ðåàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
î ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Óêàæåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè îäíîìåðíîì ñëó÷àå
êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ïðîìåæóòêè â ñîâîêóïíîñòè ñ
îïðåäåëåííûìè íà íèõ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà äàäèì íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ è êîììåíòàðèè ê ïðèìåíåííîìó
íàìè ìåòîäó. Ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ýòîò ìåòîä íåñêîëüêî
îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäîâ Ðèòöà è Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà – â èõ êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå.
Êàê â ìåòîäå Ðèòöà, òàê è â ìåòîäå Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà ñíà÷àëà çàäàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ (ñì. ( 1.6.3) è ( 1.7.2) ) . Çàòåì, ïðè ïåðåõîäå
îò ïîäïðîñòðàíñòâà ê ïîäïðîñòðàíñòâó ñîõðàíÿþòñÿ âñå èñïîëüçîâàííûå ðàíåå
áàçèñíûå ýëåìåíòû , è ê íèì äîáàâëÿåòñÿ ëèøü îäèí íîâûé ýëåìåíò .
Â íàøåéæå çàäà÷å ïðè óìåíüøåíèè øàãà ñåòêè ìû ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþìåíÿåì íàáîð
óçëîâ (2.2.4) , à, òåì ñàìûì, è âñå áàçèñíûå ôèíèòíûå ôóíêöèè (2.2.5) . Ýòî íåèçáåæíî,
ïîñêîëüêó ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êàê óæå áûëî ñêàçàíî â ïàðàãðàôå 2.1, ÿâëÿåòñÿ â
ñâîåé îñíîâå ñåòî÷íûì ìåòîäîì.
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Ïî ñóùåñòâó, èñïîëüçóåìàÿ â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîäèôèêàöèÿ êëàññè÷åñêèõ
ìåòîäîâ Ðèòöà èÁóáíîâà-Ãàëåðêèíà ñâîäèòñÿ ê íåñêîëüêîèíîéñòðàòåãèèâûáîðà áàçèñíûõ
ýëåìåíòîâ. À èìåííî, ââîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáîðîâ ýëåìåíòîâ

êîòîðûå ïîä÷èíåíû ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. âñå ýëåìåíòû (2.2.21) ïðèíàäëåæàò ýíåðãåòè÷åñêèìó ïðîñòðàíñòâó ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è;

2. ïðè ëþáîì ýëåìåíòû -îé ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû;

3. ñèñòåìà (2.2.21) ïîëíà â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî , ÷òî äëÿ êàæäîãî ìîæíî íàéòè òàêîé íàáîð êîýô-

ôèöèåíòîâ , ÷òî .

Òàêîå âèäîèçìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð Ðèòöà è Áóáíîâà-
Ãàëåðêèíà óæå ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñî ñïåöèôèêîé ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

2.3 Ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, îáëàñòè, ãðàíèöû îáëàñòåé

Êàê áûëî ñêàçàíî â ïðåäèñëîâèè íàñòîÿùåé ãëàâû, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåòîä
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðèìåíèòåëüíî ê äâóìåðíûì ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì âòîðîãî
ïîðÿäêà. Çäåñü ìû äàäèì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà âàæíûå
îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ èç òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü åñòü êîíå÷íàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (èíîãäà, åñëè
ïîòðåáóåòñÿ, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïåðåìåííûõ îáîçíà÷åíèÿ ) . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ãðàíèöà îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé, òî åñòü êðèâîé ñ íåïðåðûâíîìåíÿþùåéñÿ
íîðìàëüþ, èëèñîñòîèò èçêîíå÷íîãî÷èñëà ãëàäêèõ êóñêîâ (íèæå, â ýòîìæåïàðàãðàôå, ìû
äàäèì áîëåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ãëàäêèõ è êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ) . Êðîìå òîãî, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé è ñàìîêàñàíèé.

Âûøå, â ïàðàãðàôå 1.5, íàìè óæå óïîìèíàëîñü ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé,
ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì. Â äàëüíåéøåì, íå ìåíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ, ìû áóäåì èìåòü â
âèäó íåñêîëüêî èíîå ïðîñòðàíñòâî. Òåïåðü ïîä ïðîñòðàíñòâîì ìû áóäåì ïîíèìàòü
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ïðîñòðàíñòâîôóíêöèé , íåïðåðûâíûõ â îáëàñòè , çà èñêëþ÷åíèåìêîíå÷íîãî÷èñëà
òî÷åê è êóñî÷íî-ãëàäêèõ ëèíèé, è òàêèõ, ÷òî

Íîðìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Óñëîâèìñÿ âïðåäü íå ðàçëè÷àòü ôóíêöèè, íå ñîâïàäàþùèå òîëüêî â òî÷êàõ è íà ëèíèÿõ,
íà êîòîðûõ îíè òåðïÿò ðàçðûâ.

Ïðîñòðàíñòâî åñòü ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ â îáëàñòè ôóíêöèé, ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò . Íîðìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
îïðåäåëèì òàê:

×åðåç îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà , êîòîðîå ñîñòîèò èç
ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ãðàíèöå îáëàñòè .

Ïðîñòðàíñòâî åñòü ìíîæåñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ â îáëàñòè
ôóíêöèé, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò . Íîðìà â
ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Çàìåòèì, ÷òîââåäåííûåíàìèïðîñòðàíñòâà è ÿâëÿþòñÿ âñþäóïëîòíûìè
ìíîæåñòâàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà

3[26]; òî æå ñàìîå ìîæíî
ñêàçàòü è î ïðîñòðàíñòâå .

Ïðè âûâîäå îöåíîê ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî âèäà

3Ñîáîëåâ Ñåðãåé Ëüâîâè÷ (1908–1989)–âûäàþùèéñÿ ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê, àâòîð ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ðàáîò ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó è óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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à òàêæå íåðàâåíñòâîì, êîòîðîå ëåãêî ñëåäóåò èç ïîñëåäíåãî:

ãäå –ìåðà ìíîæåñòâà (îáëàñòè) .

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êðèâûõ è ãðàíèö îáëàñòåé. Ïóñòü åñòü íåêîòîðàÿ
êðèâàÿ â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ è –ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýòîé êðèâîé.
Ââåäåì ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå ; íàïðèìåð, åñëè
ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé â òî÷êå , òî îñü íàïðàâèì ïî ýòîé êàñàòåëüíîé, à
îñü –ïî íîðìàëè â òî÷êå (Ðèñ. 2.3.1) .
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Ðèñ. 2.3.1. Ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Âûáåðåì íåêîòîðîå ÷èñëî è ðàññìîòðèìøàð ýòîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå :

(Ðèñ. 2.3.1) . Äàëåå, ïóñòü åñòü ïðîåêöèÿ íà îñü . Ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì ðàäèóñåøàðà óðàâíåíèå ÷àñòè êðèâîé â ñèñòåìå êîîðäèíàò
çàïèøåòñÿ â âèäå , ãäå .

Ãîâîðÿò, ÷òî åñòü êðèâàÿ êëàññà , , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî , ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ðàç íà îòðåçêå

. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî åñòü êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ êëàññà , åñëè îíà ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ êðèâûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä óãëàìè, îòëè÷íûìè îò è .

Îïðåäåëèì íà êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé ïðîñòðàíñòâî , ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé,
íåïðåðûâíûõ íà âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê; íîðìó â ýòîì
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ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ÷åðåç êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Â íàøåì êóðñå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, â îáùåì ñëó÷àå, îáëàñòè, îãðàíè÷åííûå
êóñî÷íî-ãëàäêèìè çàìêíóòûìè êðèâûìè.

2.4 Ñåòî÷íûå îáëàñòè è âîñïîëíåíèÿ ôóíêöèé

Â ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ïðè àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñèñòåìîé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, â îáëàñòè, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå, ïðåæäå
âñåãî ñòðîèòñÿ ñåòêà, òî åñòü âûáèðàåòñÿ äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê, íàçûâàåìûõ
óçëàìè, â êîòîðûõ ðàçûñêèâàåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Â ìåòîäå æå êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, ÿâëÿþùèìñÿ ïî ñóòè òàêæå ñåòî÷íûì ìåòîäîì, âûáîð ñåòêè íåðàçðûâíî
ñîïðÿæåí ñ ïîñòðîåíèåì òàê íàçûâàåìîé ñåòî÷íîé îáëàñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîãîóãîëüíóþ àïïðîêñèìàöèþèñõîäíîé îáëàñòè. Çàòåì ñåòî÷íàÿ îáëàñòü, â ñîîòâåòñòâèè
ñ îáùåé êîíöåïöèåé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðàçáèâàåòñÿ íà ìàëûå ïîäñòðóêòóðû
– òðåóãîëüíèêè, ïðÿìîóãîëüíèêè è ò.ï. Âîïðîñ àïïðîêñèìàöèè äâóìåðíîé îáëàñòè ñ
êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ ìû îáñóäèì â äàëüíåéøåì, êîãäà
áóäåì îïðåäåëÿòü êîíå÷íîýëåìåíòíóþ ñèñòåìó ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé, à ñåé÷àñ ïåðåéäåì ê
îïèñàíèþ ñåòî÷íûõ îáëàñòåé è ââåäåíèþ ñâÿçàííûõ ñ íèìè ïîíÿòèé.

Çàäàâ íåêîòîðûé äîñòàòî÷íî ìàëûé ïàðàìåòð , êîòîðûé â äàëüíåéøåì áóäåò
òðàêòîâàòüñÿ êàê ”óñðåäíåííûé” øàã ñåòêè, ðàññìîòðèì â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ
ìíîãîóãîëüíóþ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëèíû çâåíüåâ ëîìàíîé

îãðàíè÷åíû ñíèçó âåëè÷èíîé , ãäå –íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå
çàâèñÿùàÿ îò . Äàëåå îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà òðåóãîëüíèêè òàê, ÷òîáû:

1. ëþáûå äâà òðåóãîëüíèêà ëèáî íå ïåðåñåêàëèñü, ëèáî èìåëè òîëüêî îáùóþâåðøèíó,
ëèáî òîëüêî îáùóþ ñòîðîíó;

2. òðåóãîëüíèêè èìåëè äëèíû ñòîðîí, ëåæàùèå â ïðåäåëàõ , ãäå è –
íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò ;

3. ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ëåæàëè â ïðåäåëàõ , ãäå è –íåêîòîðûå
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò ;

Ïðîöåññ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè íà òðåóãîëüíèêè íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé (Ðèñ. 2.4.1) .
Ñîâîêóïíîñòü âåðøèí è ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ îáðàçóåò ñåòêó, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç
; âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ –óçëû ñåòêè. Òðèàíãóëèðîâàííàÿ îáëàñòü è åñòü íàøà

ñåòî÷íàÿ îáëàñòü. ×åðåç îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè.
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Ðèñ. 2.4.1. Òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè .

Íàøè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

–ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòêè ;
–÷èñëî óçëîâ â ìíîæåñòâå .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå óçëû ìíîæåñòâà ïåðåíóìåðîâàíû â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, è ïóñòü
åñòü -ûé óçåë.

–ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå óçëîâ ; ïðè
çàäàííîé íóìåðàöèè óçëîâ ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ , ãäå åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè
â óçëå , ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê âåêòîð äëèíû :

...

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó óçëó ñåòêè áàçèñíóþ íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ , êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå â óçëå , íóëþâ îñòàëüíûõ óçëàõ ìíîæåñòâà
è ëèíåéíà íà êàæäîì òðåóãîëüíèêå (Ðèñ. 2.4.2) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç îáúåäèíåíèå
òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè, èìåþùèõ óçåë ñâîåé âåðøèíîé (îò àíãëèéñêîãî support –
îïîðà, ïîäñòàâêà) . Âíå áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ïîäîáëàñòü

ñåòî÷íîé îáëàñòè åñòü ëîêàëüíûé íîñèòåëü ôóíêöèè .
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Ðèñ. 2.4.2. Áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ.
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Çàïèøåì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå áàçèñíîéôóíêöèè â òðåóãîëüíèêå
ñ âåðøèíàìè , è , ïîëàãàÿ, ÷òî âåðøèíû òðåóãîëü-
íèêà ïåðå÷èñëåíû â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé
óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî

ãäå –ïëîùàäü ðàññìàòðèâàåìîãî òðåóãîëüíèêà, êîòîðóþìîæíî âû÷èñëèòü ïîôîðìóëå

Âûðàæåíèÿ äëÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé è –â òîìæå ñàìîì òðåóãîëüíèêå
–ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ôîðìóë (2.4.1) è (2.4.2) ïóòåì öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè
èíäåêñîâ ïî ñõåìå: .

Íåòðóäíîóáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñîâîêóïíîñòüôóíêöèé , îáðàçóåò
ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó.

Èòàê, ìû ïîäîøëè ê îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé.
– ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ â îáëàñòè ôóíêöèé; èíûìè ñëîâàìè,

ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ â îáëàñòè ôóíêöèé, ëèíåéíûõ íà êàæäîì òðåóãîëüíèêå
òðèàíãóëÿöèè.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

èëè

ãäå (èëè, èíà÷å, ) . Íà Ðèñ. 2.4.3 äàí ôðàãìåíò êóñî÷íî-ëèíåéíîé
ôóíêöèè .
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Ðèñ. 2.4.3. Ôðàãìåíò êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè.

Ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà .
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Ôóíêöèþ íàçîâåì êóñî÷íî-ëèíåéíûì âîñïîëíåíèåì ñåòî÷íîé ôóíêöèè
è çàïèøåì ýòîò ôàêò òàê:

Çàìå÷àíèå 2.4.1 Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ÷àñòî èìåòü äåëî ñ îïåðàöèåé âîñïîëíåíèÿ

ôóíêöèé (êàê ñåòî÷íûõ, òàê è íåïðåðûâíûõ) â ïðîñòðàíñòâàõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ
ôóíêöèé. Îáîçíà÷àòü ýòó îïåðàöèþ áóäåì ñèìâîëîì (îò àíãëèéñêîãî prolongation
–ïðîäîëæåíèå, âîñïîëíåíèå) . Ñàìà îïåðàöèÿ áóäåò çàïèñûâàòüñÿ â âèäå

ãäå –âîñïîëíÿåìàÿ ôóíêöèÿ (ëèáî ñåòî÷íàÿ, ëèáî íåïðåðûâíàÿ –ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì
â óçëàõ ñåòêè) , à –ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò
âîñïîëíåíèå.

Ìåæäó êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè èç è ñåòî÷íûìè ôóíêöèÿìè èç óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. À èìåííî, ôóíêöèè
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ , -àÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé ðàâíà
çíà÷åíèþôóíêöèè â -îì óçëå ìíîæåñòâà .

Òðåóãîëüíèêè òðèàíãóëÿöèè, â ñîâîêóïíîñòè ñ îïðåäåëåííûìè íà íèõ ëèíåéíûìè
ôóíêöèÿìè, íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè òðåóãîëüíûìè ýëåìåíòàìè. Â áîëåå øèðîêîì
ñìûñëå ïîä òðåóãîëüíûìè ýëåìåíòàìè áóäåì ïîíèìàòü òàêæå ñàìè òðåóãîëüíèêè
òðèàíãóëÿöèè.

Ïîëó÷èì íåêîòîðûå âàæíûå íåðàâåíñòâà, óñòàíàâëèâàþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
íîðìàìè ñåòî÷íûõ ôóíêöèé è èõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ âîñïîëíåíèé.

Ðàññìîòðèì â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ ñòàíäàðòíûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê
ñ âåðøèíàìè , è , ïåðåíóìåðîâàííûìè öèôðàìè 1,2 è 3, ñîîòâåòñòâåííî,
êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.4.4 .

-
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Ðèñ. 2.4.4. Ñòàíäàðòíûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê .

Ïóñòü åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà òðåóãîëüíèêå . Åå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå
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ãäå åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â âåðøèíå òðåóãîëüíèêà ñ íîìåðîì , à –
ñîîòâåòñòâóþùàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ ëèíåéíîãî âîñïîëíåíèÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

Ëåììà 2.4.1 Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (2.4.5) ôóíêöèè èìååì

Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè (2.4.6) , âû÷èñëèì èíòåãðàëû:

Òîãäà

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Êîøè , íàõîäèì, ÷òî

Äàëåå, âûäåëÿÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.4.8) ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

Òåì ñàìûì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. 2

Ëåììà 2.4.2 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.4.5) ôóíêöèè è âûðàæåíèé (2.4.6) äëÿ
áàçèñíûõ ôóíêöèé, èìååì

Îòñþäà

÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. 2

Äëÿ âûâîäà àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâ âî âñåé ñåòî÷íîé îáëàñòè ìû âîñïîëüçóåìñÿ
îòîáðàæåíèåì òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè íà ñòàíäàðòíûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé òðåóãîëüíèê . Ïóñòü âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, ïåðåíóìå-
ðîâàííûåöèôðàìè , è , èìåþò êîîðäèíàòû , è , ñîîòâåòñòâåííî.
Ýòîò òðåóãîëüíèê îòîáðàæàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ

, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ , è (Ðèñ. 2.4.5) .
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Ðèñ. 2.4.5. Îòîáðàæåíèå íà ñòàíäàðòíûé òðåóãîëüíèê.

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

ñ êîýôôèöèåíòàìè
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ãäå åñòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà , âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå ( 2.4.2) , à èìåííî,

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîéñòâà òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè (ñì. ïàðàãðàô 2.4, ïóíêòû
1,2 è 3) , ìîæåì äàòü îöåíêó êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (2.4.10) ; èç ôîðìóë
(2.4.11) ñëåäóåò, ÷òî

ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ , òî åñòü

ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ; ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (2.4.11) , íàõîäèì

Îòñþäà ïîëó÷àåì äâóñòîðîííþþ îöåíêó ÿêîáèàíà:

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå , çàïèñûâàåìîå â âèäå

ãäå

Êàê î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ïîñëåäíèõ ôîðìóë,

Äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà ÿêîáèàíà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, îñíîâûâàÿñü íà (2.4.13) , òàêîâà:
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Òåîðåìà 2.4.1 Äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâû íåðà-

âåíñòâà

ãäå åñòü çíà÷åíèåôóíêöèè â -îì óçëå ñåòêè , à è –ïîëîæèòåëüíûå

ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ, ñîãëàñíî îòîáðàæåíèþ (2.4.14) , ,
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà òðèàíãóëÿöèè çàïèøåì ðàâåíñòâî

Îòñþäà, èìåÿ äâóñòîðîííþþîöåíêó ÿêîáèàíà (2.4.17) , ïîëó÷èì

Îáðàòèìñÿ ê ïîëó÷åííûì âûøå íåðàâåíñòâàì (2.4.7) . Òîãäà

ãäå îçíà÷àåò ñóììó êâàäðàòîâ çíà÷åíèé ñåòî÷íîé ôóíêöèè â óçëàõ òðåóãîëüíèêà .

Ëåâîå èç íåðàâåíñòâ (2.4.18) ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî, óêàçàâ ïðåäâàðèòåëüíî íà îäíî âàæíîå ñâîéñòâî òðèàíãó-
ëÿöèè ñåòî÷íîé îáëàñòè. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî õîðîøî
èçâåñòíîé ôîðìóëå

ãäå è åñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà , à –óãîë ìåæäó íèìè. Òîãäà

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî óãëû òðåóãîëüíèêîâ íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ , ãäå
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Òåì ñàìûì, ìûìîæåìóòâåðæäàòü, ÷òî ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè, èìåþùèõ îäèí
è òîò æå óçåë ñåòêè ñâîåé îáùåé âåðøèíîé, íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

Ñó÷åòîì ñêàçàííîãî, èç (2.4.19) ïîëó÷èì, ÷òî

Èòàê, íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Èç (2.4.20) è ( 2.4.23) ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå
ïîñòîÿííûõ è â íåðàâåíñòâàõ (2.4.18) ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ âåëè÷èíû

è

ãäå âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî (2.4.21) . 2

Òåîðåìà 2.4.2 Äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî

ãäå åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â -îì óçëå ñåòêè , à – ïîëîæèòåëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê òðèàíãóëÿöèè . Ïóñòü,
ñîãëàñíî îòîáðàæåíèþ (2.4.14) , . Èñõîäÿ èç ðàâåíñòâ

(ñì. îòîáðàæåíèå (2.4.10) ) , èìååì
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Ïðèìåíÿÿ èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî , ïîëó÷èì

Íåðàâåíñòâà

ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îöåíîê (2.4.12) . Òîãäà

Îòñþäà, èìåÿ îöåíêó ÿêîáèàíà ( 2.4.17) , ïîëó÷èì, ÷òî

Äàëåå, åñëè îáðàòèòüñÿ ê ïîëó÷åííîìó âûøå íåðàâåíñòâó ( 2.4.9) , òî

ãäå îçíà÷àåò ñóììó êâàäðàòîâ çíà÷åíèé ñåòî÷íîé ôóíêöèè â óçëàõ òðåóãîëüíèêà .

Ïåðåéäåì ê çàêëþ÷èòåëüíîìó ýòàïó äîêàçàòåëüñòâà. Ïîëüçóÿñü ïîñëåäíèìíåðàâåíñòâîì
è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âåðõíþþ îöåíêó (2.4.22) ÷èñëà òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè,
èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó, ïîëó÷èì

Òàêèì îáðàçîì, íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå çàìåòèì, ÷òî â
êà÷åñòâå ïîñòîÿííîé â íåðàâåíñòâå ( 2.4.25) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ âåëè÷èíà

ãäå îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (2.4.21) . 2

Ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 2.4.1 è 2.4.2 íåðàâåíñòâà áóäóò ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàíû
ïîçäíåå ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ,
ñâÿçàííûõ ñ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèåé ñèñòåì ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé.
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2.5 Êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

Ðàññìîòðèì â êîíå÷íîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè , êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà êðèâîé , óðàâíåíèå
Ïóàññîíà

ñ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

Íàïîìíèì, ÷òî ýòó êðàåâóþ çàäà÷ó ìû óæå îáñóæäàëè âûøå, â ïàðàãðàôå 1.5 .

Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.5.1) íà ïðîèçâîëüíóþôóíêöèþ èïðîèí-
òåãðèðóåì ïî îáëàñòè . Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (1.5.16) , ñ ó÷åòîì
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.5.2) ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìîå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

Çàìåòèì, ÷òî, ïî ñóùåñòâó, ýòî òîæäåñòâî óæå áûëî ïîëó÷åíî íàìè ðàíåå, â (1.5.18) .

Ôóíêöèþ , óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó (2.5.3) , íàçîâåì
îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå ( 2.5.1) ,( 2.5.2) .

Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ äîñêîíàëüíî èçó÷åí â
íàó÷íîéëèòåðàòóðå( ñì., íàïðèìåð, [15, 16]) . Ïóñòüïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.5.1) åñòü
îãðàíè÷åííàÿ â îáëàñòè ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîñòðàíñòâó . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé êëàññà . Åñëè âíóòðåííèå óãëû îáëàñòè
â òî÷êàõ ñòûêà ãëàäêèõ êóñêîâ ãðàíèöû ëåæàò â ïðåäåëàõ , òî îáîáùåííîå ðåøåíèå

çàäà÷è îáëàäàåò áîëüøåé ãëàäêîñòüþ, à èìåííî, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó è
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ôóíêöèè .
Îòìåòèìñëåäóþùåå. Îïðåäåëåííîåíàìèïîñðåäñòâîìèíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà ( 2.5.3)

îáîáùåííîå ðåøåíèå ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîíÿòèåì îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î
ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè, ââåäåííîãî â ïàðàãðàôå 1.4 . Ïîêàæåì, ÷òî îáîáùåííîå

ðåøåíèå èç ( 2.5.3) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

(ñì. (1.5.22) ) . Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê
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òî ôóíêöèîíàë ( 2.5.5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Â ÷àñòíîñòè,

Òîãäà

òî åñòü .

Ïîëó÷åííîå âûøå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2.5.3) èãðàåò âàæíóþ ðîëü â îïðåäåëåíèè
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ ñåòî÷íîé îáëàñòè , î êîòîðîé óæå
ãîâîðèëîñü â ïàðàãðàôå 2.4. Ïðåæäå âñåãî, çàäàâøèñü íåêîòîðûì äîñòàòî÷íîìàëûìøàãîì
, ïîñòðîèì çàìêíóòóþ ëîìàíóþ , îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. îáëàñòü , îãðàíè÷åííàÿ ëîìàíîé , ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè ;

2. íàèêðàò÷àéøååðàññòîÿíèå òî÷åê ëîìàíîé îò êðèâîé íåïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû
, ãäå –íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ;

3. äëèíû çâåíüåâ ëîìàíîé îãðàíè÷åíû ñíèçó âåëè÷èíîé , ãäå –íåêîòîðàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ;

Âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ëîìàíîé ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, âîîáùå ãîâîðÿ,
íóæäàåòñÿ â îáîñíîâàíèè; âìåñòå ñ òåì, ýòè ãåîìåòðè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ íàãëÿäíî ÿñíû,
íî òðåáóþò äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê, êîòîðûå ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì.

Äàëåå ïðîâîäèòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñåòî÷íîé îáëàñòè ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì, ïðèâå-
äåííûì â ïàðàãðàôå 2.4 . Ïåðå÷èñëèì ýòè òðåáîâàíèÿ åùå ðàç; à èìåííî, òðèàíãóëÿöèÿ
îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû:

4. ëþáûå äâà òðåóãîëüíèêà ëèáîíåïåðåñåêàëèñü, ëèáî èìåëè òîëüêî îáùóþâåðøèíó,
ëèáî òîëüêî îáùóþ ñòîðîíó;

5. òðåóãîëüíèêè èìåëè äëèíû ñòîðîí, ëåæàùèå â ïðåäåëàõ , ãäå è –
íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò ;

6. ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ëåæàëè â ïðåäåëàõ , ãäå è –íåêîòîðûå
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò .

Èòàê, ìû èìååì ñåòî÷íóþ îáëàñòü . Äëÿ ýòîé îáëàñòè îñòàþòñÿ â ñèëå âñå
îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ïàðàãðàôå 2.4. Â äîïîëíåíèå ê íèì, ñ ó÷åòîì îäíîðîäíîñòè
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, ââåäåì åùå è ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
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–ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ ñåòêè (èíà÷å ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî óçëîâ, íå
ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöå ;

–÷èñëî óçëîâ â ìíîæåñòâå ;
–ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå óçëîâ ; ïðè

çàäàííîé íóìåðàöèè óçëîâ ìíîæåñòâà ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ , ãäå åñòü
çíà÷åíèå ôóíêöèè â óçëå , ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê âåêòîð

...

–ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ â îáëàñòè ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà
ãðàíèöå . Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

èëè

ãäå (èíà÷å, ) . Òàêèì îáðàçîì,
Òàê êàê è , òî ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ íóëåì íà

ïðèãðàíè÷íóþ ïîäîáëàñòü . Ñ ó÷åòîì ýòîãî äîïîëíåíèÿ ïðîñòðàíñòâî ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà .

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàê êàê , òî èç
èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà ( 2.5.3) ñëåäóåò, ÷òî

Ôóíêöèþ , óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

íàçîâåì ïðèáëèæåííûì êîíå÷íîýëåìåíòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.5.1) ,( 2.5.2) .

Êàê ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.5.6) êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé,

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â ëåâóþ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (2.5.8) , ïîëó÷èì, ÷òî
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó

ãäå

Òîãäà

íàïîìíèì, ÷òî è . Äàëåå,

Ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå ñåòî÷íóþôóíêöèþ

ãäå

ïîëó÷èì, ÷òî

Â èòîãå, èìåÿ (2.5.10) è ( 2.5.12) , ïîëó÷èì ìàòðè÷íî-âåêòîðíóþ çàïèñü èíòåãðàëüíîãî
òîæäåñòâà ( 2.5.8) , à èìåííî:

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ñåòî÷íîé ôóíêöèè , ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ñåòî÷íûõ
óðàâíåíèé

äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.5.1) ,( 2.5.2) .
Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

ãäå , .
Âîïðîñû, ñâÿçàííûåñ÷èñëåííîéðåàëèçàöèåéñèñòåìûóðàâíåíèé (2.5.13) , ìûîáñóäèì

â ñëåäóþùåé ãëàâå. Óêàæåì ëèøü, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ÷òî
ëåãêî çàìåòèòü èç îïðåäåëåíèÿ (2.5.9) ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû. Êðîìå òîãî, ìàòðèöà
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ñèñòåìû ðàçðåæåííàÿ, òî åñòü ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî íóëåé; äåéñòâèòåëüíî, êàê âèäíî
îïÿòü æå èç (2.5.9) , åñëè óçëû è ñåòêè íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè, òî . Ïîëüçóÿñü
òåðìèíîëîãèåé, ïðèíÿòîé â ìåõàíèêå, ìàòðèöó ÷àñòî íàçûâàþò ìàòðèöåé æåñòêîñòè.

×òîáûÿñíååïðåäñòàâèòüñòðóêòóðóêîíå÷íîýëåìåíòíûõóðàâíåíèé, ðàññìîòðèìïðîñòîé
ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòü åñòü êâàäðàò. Íàïðèìåð, ïóñòü .
Ñíà÷àëà ïîñòðîèì â ýòîé îáëàñòè ðàâíîìåðíóþêâàäðàòíóþñåòêó ñøàãîì ; çàòåì êàæäóþ
ÿ÷åéêó ñåòêè ïîñðåäñòâîì äèàãîíàëè ðàçîáúåì íà äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà, êàê
ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.5.1.
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Ðèñ. 2.5.1. Òðèàíãóëÿöèÿ êâàäðàòà.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé âíóòðåííèé -ûé óçåë ñåòêè ñ êîîðäèíàòàìè ; óñëîâíî
îáîçíà÷èì ýòîò óçåë áóêâîé . Ïóñòü åñòü áàçèñíàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó óçëó. Óêàçàííàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âíå
îáúåäèíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè , (Ðèñ. 2.5.2) .
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Ðèñ. 2.5.2. Îêðåñòíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî óçëà .
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Ñâÿçàííûì ñ óçëîì ñîñåäíèì óçëàì ñåòêè ïðèïèøåì óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ , , ,
, è ; ïî òîìó æå ïðèíöèïó áóäåì îáîçíà÷àòü è ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì óçëàì

áàçèñíûå êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè: , è ò.ä. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â
îòìå÷åííûõ òðåóãîëüíèêàõ òðèàíãóëÿöèè áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

â ,

â ,

â ,

â ,

â ,

â .

Äàëåå, âûïèøåì îñòàëüíûå áàçèñíûå ôóíêöèè:

â ,

â ,

â ,

â ,

â ,

â ,

â ,

â ,

â ,

â ,

â ,

â .

Ñîãëàñíî ââåäåííûì íàìè ëîêàëüíûì îáîçíà÷åíèÿì, -îå óðàâíåíèå ñèñòåìû ñåòî÷íûõ
óðàâíåíèé (2.5.13) çàïèñûâàåòñÿ êàê

ãäå

S S

S S
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S S

S S

( ñì. (2.5.9) è (2.5.11) ) . Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû, íàõîäèì, ÷òî

Òåì ñàìûì, èç (2.5.15) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

Åñëè ïåðåïèñàòü ýòî óðàâíåíèå â âèäå

òî íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îíî ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îáû÷íîé ïÿòèòî÷å÷íîé
ðàçíîñòíîé ñõåìû. Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íå ,
à íåêîòîðîìó óñðåäíåííîìó çíà÷åíèþ ïðàâîé ÷àñòè â îêðåñòíîñòè óçëà ; ïðè ýòîì

S S

Äàëåå íàì íóæíî îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Óêàæåì ïóòü
ïîëó÷åíèÿ îöåíêè. Èç èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ (2.5.7) è ( 2.5.8) ñëåäóåò, ÷òî

Âîçüìåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè ðàçíîñòü , ãäå . Ïîëó÷èì

Ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â âèäå
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Ïðè âûâîäå îöåíîê â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî âèäà

à òàêæå ëåãêî ïîëó÷àåìûì èç íåãî íåðàâåíñòâîì

ãäå åñòü ïëîùàäü îáëàñòè .
Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ( 2.5.17) îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåì ñàìûì, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

èëè–â ýêâèâàëåíòíîé çàïèñè,

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.5.1) ,( 2.5.2)
ñâîäèòñÿ ê îöåíêå íîðìû, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.5.20) . Îöåíêó
ïîãðåøíîñòè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå ìû ïîëó÷èì íèæå, â ïàðàãðàôå 2.9 . À òåïåðü ìû
çàéìåìñÿ îöåíêîé ðàçíîñòè ôóíêöèé è èõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ âîñïîëíåíèé â
îïðåäåëåííûõ íîðìàõ.

2.6 Òåîðåìû àïïðîêñèìàöèè

Íà÷íåì ñ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ îöåíîê. Ðàññìîòðèì â ïëîñêîñòè
ïåðåìåííûõ ñòàíäàðòíûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè ,
è (Ðèñ. 2.6.1) . Ïóñòü åñòü ëèíåéíîå âîñïîëíåíèå íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè â òðåóãîëüíèêå , à èìåííî:
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç êâàäðàò ñ âåðøèíàìè , , è –êàê ïîêàçàíî íèæå
íà Ðèñ. 2.6.1. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî .
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Ðèñ. 2.6.1 Ñòàíäàðòíûé òðåóãîëüíèê .

Ëåììà 2.6.1 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6.1) ôóíêöèè èìååì

Îòñþäà, ïóòåì íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ýòîé
ïðîèçâîäíîé:

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è ðàñøèðÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ,
íàéäåì, ÷òî
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Ïðîèíòðãðèðóåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî òðåóãîëüíèêó . Îïÿòü æå, ðàñøèðÿÿ ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî . Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6.1) èìååì

Äàëåå,

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

Èíòåãðèðóÿ ïî òðåóãîëüíèêó , ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

Èìåÿ íåðàâåíñòâà (2.6.3) è (2.6.4) , ïîëó÷èì

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (2.6.2) . 2
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Ëåììà 2.6.2 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü çàïèñüþ (2.6.1) ôóíêöèè , èìååì

Ïðîäîëæèì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è ðàñøèðÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ,
ïîëó÷èì
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Îñòàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïî òðåóãîëüíèêó ; ðàñøèðÿÿ ïðè
ýòîì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

èç êîòîðîãî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (2.6.5) . 2

Èòàê, â äîêàçàííûõ âûøå ëåììàõ íàìè ïîëó÷åíû îöåíêè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè
åå ëèíåéíûì âîñïîëíåíèåì äëÿ ñòàíäàðòíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ âûâîäà
àíàëîãè÷íûõ îöåíîê âî âñåé ñåòî÷íîéîáëàñòè ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåõíèêîéîòîáðàæåíèÿ
òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè íà ñòàíäàðòíûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, êîòîðàÿ óæå
ïðèìåíÿëàñü íàìè âûøå, â ïàðàãðàôå 2.4.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé òðåóãîëüíèê . Ïóñòü âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, ïåðåíóìå-
ðîâàííûåöèôðàìè , è , èìåþò êîîðäèíàòû , è , ñîîòâåòñòâåííî.
Ýòîò òðåóãîëüíèê îòîáðàæàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ

, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ , è (Ðèñ. 2.6.2) .
Ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå êàê ïðÿìîå îòîáðàæåíèå , òàê è îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå , äàíû â ïàðàãðàôå 2.4 (ñì. ( 2.4.10) ( 2.4.17) ) .

-
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Ðèñ. 2.6.2 Îòîáðàæåíèå íà ñòàíäàðòíûé òðåóãîëüíèê.

Ïðè îáðàòíîì îòîáðàæåíèè êâàäðàò â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ ïðåîáðàçóåòñÿ
â ïàðàëëåëîãðàìì â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (Ðèñ. 2.6.2) . Ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê ïðè
ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ ñîõðàíÿåòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòîáðàæåíèåì
ïîëó÷èì îäíî íåðàâåíñòâî, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàíî â ïîñëåäóþùèõ îöåíêàõ.

Ïóñòü . Èç ( 2.4.14) èìååì
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Çàïèøåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

Äàëåå, îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, íàõîäèì

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé (2.4.16) , òî

Îêîí÷àòåëüíî, èìåÿ îöåíêó ÿêîáèàíà (2.4.13) , ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:
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Ïåðåéäåì ê âûâîäó îñíîâíûõ îöåíîê àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè åå êóñî÷íî-ëèíåéíûì
âîñïîëíåíèåì.

Òåîðåìà 2.6.1 Ïóñòü , ãäå åñòü äîñòàòî÷íî øèðîêàÿ îáëàñòü,

âêëþ÷àþùàÿ ñåòî÷íóþ îáëàñòü , è . Òîãäà

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ðàâåíñòâî

Äëÿ îòäåëüíîãî òðåóãîëüíèêà , ïðè îòîáðàæåíèè (2.4.10) íà ñòàíäàðòíûé ïðÿìî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ , èìååì

Îòñþäà ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

Òîãäà

Èìåÿ îöåíêó (2.4.12) êîýôôèöèåíòîâ îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷èì
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à åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé ÿêîáèàíà ( 2.4.17) , òî

Äàëåå, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ( 2.6.2) ,

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü íåðàâåíñòâî (2.6.6) , ïîëó÷èì

Èòàê, èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà (2.6.8) , ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

Â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ïðè ñóììèðîâàíèè ïî âñåì òðåóãîëüíèêàì
, ïðîèñõîäèò ”íàëåãàíèå” ïàðàëëåëîãðàììîâ äðóã íà äðóãà. Íåòðóäíî ïîêàçàòü,

÷òî ÷èñëî òàêèõ ”íàëåãàíèé” îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò .
Ïîïðîáóåì äàòü ãðóáóþ îöåíêó. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ïàðàëëåëîãðàìì ìîæíî
çàêëþ÷èòü â êðóã ðàäèóñà . ×èñëî ”íàëåãàíèé” íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà òðåóãîëüíèêîâ
òðèàíãóëÿöèè, çàêëþ÷åííûõ â êðóãå ðàäèóñà , à èìåííî, ÷èñëà

Òåì ñàìûì èç (2.6.9) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

èç êîòîðîãî î÷åâèäíî ñëåäóåò îöåíêà (2.6.7) ; ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïîñòîÿííîé â
íåðàâåíñòâå (2.6.7) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ âåëè÷èíà

Çàìåòèì, ÷òîýòà âåëè÷èíà, ïîâñåé âèäèìîñòè, íåñêîëüêî çàâûøåíà. Ååìîæíîóìåíüøèòü,
åñëè ïðîâîäèòü áîëåå òîíêèå îöåíêè â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà. Îäíàêîìû ýòîãî íå äåëàëè
÷òîáû èçëèøíå íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå. 2
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Çàìå÷àíèå 2.6.1 Êàê íåòðóäíî ïðîñëåäèòü ïî õîäó âûâîäà îöåíêè (2.6.7) , îáëàñòü
, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â óñëîâèè òåîðåìû 2.6.1, ”øèðå” ñåòî÷íîé îáëàñòè

íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà . Èíûìè ñëîâàìè, â êà÷åñòâå îáëàñòè ìîæíî ïîíèìàòü îáëàñòü,
îãðàíè÷åííóþ ãëàäêîé êðèâîé, è òàêóþ, ÷òî ”øèðèíà” ïîëîñêè åñòü âåëè÷èíà
ïîðÿäêà .

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì åùå îäíî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.6.2 Ïóñòü , ãäå åñòü äîñòàòî÷íî øèðîêàÿ îáëàñòü,

âêëþ÷àþùàÿ ñåòî÷íóþ îáëàñòü , è . Òîãäà

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì ðàâåíñòâî

Äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà , ïðèåãîîòîáðàæåíèè (2.4.10) íà ñòàíäàðòíûéïðÿìîó-
ãîëüíûé òðåóãîëüíèê â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ , ìîæåì çàïèñàòü

Ïîëüçóÿñü îöåíêîé (2.4.17) ÿêîáèàíà, ïîëó÷èì

Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî ( 2.6.5) ,

îòêóäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (2.6.6) , ïîëó÷èì

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà (2.6.13) , ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó
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Ñó÷åòîì îöåíêè (2.6.10) ÷èñëà ”íàëåãàíèé” ïàðàëëåëîãðàììîâ äðóã íà äðóãà, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

èç êîòîðîãî è ñëåäóåò îöåíêà (2.6.12) . Â êà÷åñòâå ïîñòîÿííîé ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
âåëè÷èíà

çäåñü òàêæå óìåñòíî çàìå÷àíèå, ñäåëàííîå â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.6.1. 2

Îòìåòèì,÷òî äëÿ âíîâü äîêàçàííîé òåîðåìû îñòàåòñÿ â ñèëå ïðèâåäåííîå âûøå
çàìå÷àíèå 2.6.1 .

Èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè îöåíêè, ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 2.6.1 è 2.6.2, íèæå ìû óñòà-
íîâèì àíàëîãè÷íûå îöåíêè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ãðàíèöå
îáëàñòè, èõ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè âîñïîëíåíèÿìè èç ïðîñòðàíñòâà . Äëÿ ýòîãî íàì
ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå íåðàâåíñòâà.

2.7 Íåðàâåíñòâà ïî ïðèãðàíè÷íûì ïîëîñêàì

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäóò âûâåäåíû íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà äëÿ íîðì ôóíêöèé â
ïðèãðàíè÷íûõ ïîëîñêàõ ìàëîé øèðèíû.

Ïðåæäå íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êðèâèçíû ïëîñêîé êðèâîé (ñì., íàïðèìåð, [11, 30]) .
Ïóñòü ãëàäêàÿ êðèâàÿ ïðåäñòàâëåíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

ãäå åñòü ïåðåìåííàÿ äëèíà äóãè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç óãîë, îáðàçóåìûé êàñàòåëüíûì
âåêòîðîì è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè . Âåëè÷èíà

íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé êðèâîé â òî÷êå . Ðàäèóñîì êðèâèçíû íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ îáëàñòü , îãðàíè÷åííóþ ãëàäêîé êðèâîé äëèíû . Ïóñòü
. Òîãäà ðàäèóñêðèâèçíûêðèâîéâ ëþáîéòî÷êåîãðàíè÷åí ñíèçó âåëè÷èíîé

. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò èç (2.7.2) ,
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Äàëåå, ïóñòü òàêîâî, ÷òî êðóãè ðàäèóñà , êàñàòåëüíûå ê âíóòðåííèì îáðàçîì, íå
èìåþò ñ èíûõ îáùèõ òî÷åê. Âûáðàâ ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó

ðàññìîòðèì âíóòðåííþþïðèãðàíè÷íóþïîëîñêó øèðèíû , êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.7.1.

-

6

A
A

-

Ðèñ. 2.7.1. Ïðèãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Ââåäåì â ïîëîñêå òàê íàçûâàåìóþ ïðèãðàíè÷íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò . Äëÿ
ýòîãîâûáåðåìíà êðèâîé íåêîòîðóþòî÷êó èíàïðàâëåíèåîòñ÷åòà äëèíûäóã, íàïðèìåð,
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïóñòü òî÷êà . Îïóñòèì èç òî÷êè ïåðïåíäèêóëÿð
íà ãðàíèöó . Òîãäà ïîëîæåíèå òî÷êè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè:
äëèíîé íîðìàëè è äëèíîé äóãè ; ïðè ýòîì , .

Ïóñòü

åñòü ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé . Â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû îïðåäåëèì
åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè . Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷åê èç

â ñèñòåìàõ êîîðäèíàò è ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 2.7.1 Äëÿ ÿêîáèàíà ïåðåõîäà îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîëîæèòåëüíûì
íàïðàâëåíèåì îñè . Î÷åâèäíî, ÷òî

Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (2.7.4) , èìååì

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (2.7.6) íàõîäèì,÷òî

Âûøå ìû äàëè îïðåäåëåíèå êðèâèçíû êðèâîé (ñì. (2.7.1) ) . Â ëþáîé òî÷êå ãðàíèöû
êàñàòåëüíûé âåêòîð è âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî è , .
Äàëåå, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé íàõîäèì, ÷òî

Â èòîãå, èç (2.7.7) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (2.7.5) . 2

Êàê ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà ( 2.7.5) , ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûáîð (2.7.3) øèðèíû
ïðèãðàíè÷íîé ïîëîñêè, ëåãêî ïîëó÷èòü äâóñòîðîííþþîöåíêó ÿêîáèàíà:

Ëåììà 2.7.2 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ãäå .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ðàâåíñòâà

Èìåÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.7.4) è ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (2.7.6) ,( 2.7.8) , íàõîäèì, ÷òî

è

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â ðàâåíñòâà (2.7.11) äàåò:

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî

Òåì ñàìûì óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (2.7.10) . 2

Ïåðåéäåì ê îñíîâíûì óòâåðæäåíèÿì ýòîãî ïàðàãðàôà. Ìû óñòàíîâèì ðÿä íåðàâåíñòâ
äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà .

Òåîðåìà 2.7.1 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì òîæäåñòâî

Âîçâåäåì îáå÷àñòèðàâåíñòâà â êâàäðàò è âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìíåðàâåíñòâîì (2.2.14) .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
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Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî ïðèãðàíè÷íîé ïîëîñêå . Òîãäà

èëè

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà âåëè÷èíó . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî

Íåðàâåíñòâî

î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî. Îñóùåñòâèì îáðàòíûé ïåðåõîä ê ñèñòåìå êîðäèíàò
. Ñó÷åòîì ðàâåíñòâà (2.7.10) ïîëó÷èì

Êàê ñëåäóåò èç ( 2.7.9) ,

Ïîýòîìó

è, òåì ñàìûì, ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (2.7.12) . 2

Çàìå÷àíèå 2.7.1 Ïðèâûâîäåíåðàâåíñòâà ( 2.7.12) , ñ÷èòàÿ, ÷òî , ìûíà÷àëèñ
òîæäåñòâà (2.7.13) , êîòîðîåíåÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûìïðèòåõ , ïðèêîòîðûõ íåîïðåäåëåíà

ïðîèçâîäíàÿ . Îäíàêîñïîìîùüþáîëåå òùàòåëüíûõðàññóæäåíèéìîæíîóáåäèòüñÿ

â òîì, ÷òî óêàçàííîå íåðàâåíñòâî âñå æå âåðíî. Ýòî óòâåðæäåíèå îñíîâàíî íà òîì, ÷òî
ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Ìû íå äàåì áîëåå ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà,
÷òîáû èçëèøíå íå çàãðîìîæäàòü âûêëàäêè.
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Òåîðåìà 2.7.2 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ôóíêöèè .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ( 2.7.15) ëåãêî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà ( 2.7.12) .
Äåéñòâèòåëüíî, çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (2.7.3) . Òîãäà

Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïîñòîÿííîé â íåðàâåíñòâå (2.7.15) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó
. 2

Òåîðåìà 2.7.3 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

â ÷àñòíîñòè, åñëè , òî

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì òîæäåñòâî (2.7.13) â âèäå

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò è ðàñøèðÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî ïðèãðàíè÷íîé ïîëîñêå . Â ðåçóëüòàòå,
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Îñóùåñòâëÿÿ îáðàòíûé ïåðåõîä ê ñèñòåìå êîîðäèíàò , ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (2.7.10)
ïîëó÷èì

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü äâóñòîðîííåé îöåíêîé ÿêîáèàíà (2.7.14) . Òîãäà

èëè

Òåì ñàìûì, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (2.7.16) . 2

Òåîðåìà 2.7.4 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ôóíêöèè .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî ( 2.7.18) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâ ( 2.7.15)
è ( 2.7.16) . 2

Çàìå÷àíèå 2.7.2 Ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîéêðèâîé. Îäíàêîíåòðóäíîïîêàçàòü, ÷òîýòèîöåíêè, âîçìîæíîñíåñêîëüêî
èíûìè ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ, îñòàþòñÿ âåðíûìè
òàêæå è äëÿ ñëó÷àÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ãðàíèö. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàçáèòü ïðèãðàíè÷íóþ
ïîëîñêó íà ÷àñòè, è â êàæäîé ÷àñòè ââåñòè ñâîþ ïðèãðàíè÷íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

2.8 Òåîðåìû àïïðîêñèìàöèè ( ïðîäîëæåíèå)

Êàê áûëîñêàçàíîâïàðàãðàôå2.6, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêèïîãðåøíîñòèêîíå÷íîýëåìåíòíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (2.5.1) ,( 2.5.2) íàì ïîíàäîáÿòñÿ
òåîðåìû àïïðîêñèìàöèè äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà , îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà
ãðàíèöå îáëàñòè. Òî÷íåå, ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ñåòî÷íîé îáëàñòüþ , ïîñòðîåíèå
êîòîðîé îïèñàíî â ïàðàãðàôå 2.5; ôóíêöèè àïïðîêñèìèðóþòñÿ èõ êóñî÷íî-
ëèíåéíûìè âîñïîëíåíèÿìè èç ïðîñòðàíñòâà (ñì. (2.5.6) ) .

×òîáû èçëèøíå íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå, ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâ îäíîé è òîé æå
áóêâîé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò
øàãà ñåòêè.
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Èòàê, ïóñòü è . Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì â ïàðàãðàôå 2.5 îáîçíà÷åíèÿì,
. Çàïèøåì ðàâåíñòâà

çäåñü ìû ó÷ëè òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ôóíêöèè èç ðàâíû òîæäåñòâåííî íóëþ â
ïðèãðàíè÷íîéîáëàñòè . Ïî ñâîéñòâó ëîìàíîé , îãðàíè÷èâàþùåéñåòî÷íóþîáëàñòü
, îáëàñòü ìîæåò áûòü çàêëþ÷åíà â ïðèãðàíè÷íóþïîëîñêó , ãäå åñòü âåëè÷èíà

ïîðÿäêà . Òîãäà, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (2.7.17) , ïîëó÷èì

Äàëåå, èìåÿ íåðàâåíñòâî (2.7.18) , íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

Â ðåçóëüòàòå, îò ðàâåíñòâ ( 2.8.1) è (2.8.2) ïåðåõîäèì ê íåðàâåíñòâàì

Äàëååìûîáðàòèìñÿ ê òåîðåìàìàïïðîêñèìàöèèèçïàðàãðàôà 2.6. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì
î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà

ãäå . Ïîëüçóÿñü îöåíêàìè (2.6.7) è ( 2.6.12) , íàõîäèì, ÷òî

íàïîìíèì, ÷òî åñòü äîñòàòî÷íî øèðîêàÿ îáëàñòü, âêëþ÷àþùàÿ ñåòî÷íóþ îáëàñòü
(ñì. çàìå÷àíèå 2.6.1) . Èòàê, èç íåðàâåíñòâ ( 2.8.4) è (2.8.5) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

Ñîãëàñíîîïðåäåëåíèþêóñî÷íî-ëèíåéíûõôóíêöèé è , èõ ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ
âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòî÷íîé îáëàñòè . Òîãäà, â ñèëó íåðàâåíñòâ (2.4.18) è ( 2.4.25) ,
ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî
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Òåì ñàìûì, èç (2.8.6) è ( 2.8.7) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàëîñü îöåíèòü ñóììó êâàäðàòîâ çíà÷åíèé ôóíêöèè â ãðàíè÷íûõ
óçëàõ ñåòî÷íîé îáëàñòè . Äëÿ ýòîãî â ïîëîñêå ïåðåéäåì ê ïðèãðàíè÷íîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ãðàíè÷íûé óçåë ; ÷åðåç îáîçíà÷èì ñëåäóþùèé çà ýòèì
óçëîì ãðàíè÷íûé óçåë–êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.8.1 . Ïóñòü óçëû è èìåþò êîîðäèíàòû

è , ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå . Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó
ñâîéñòâ òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà .
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Ðèñ. 2.8.1. Îêðåñòíîñòü ãðàíè÷íîãî óçëà .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå , çàïèøåì

ãäå . Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî , ïîëó÷èì
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ïîñëå ÷åãî ðàçäåëèì ðàâåíñòâî íà :

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò è ðàñøèðÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ,
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

Ñóììèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî ãðàíè÷íûì óçëàì ñåòî÷íîé îáëàñòè , íàõîäèì, ÷òî

Îöåíèì èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ( 2.8.10) . Íåðàâåíñòâî

ôàêòè÷åñêè óæå ïîëó÷åíî íàìè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.7.1. Òî æå ñàìîå ìîæíî
ñêàçàòü è î íåðàâåíñòâå

(ñì. íåðàâåíñòâî (2.8.3) ) . Òàêèì îáðàçîì,

Äàëåå, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè, ïðèâåäåííûìè â ïàðàãðàôå 2.7, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
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Îñòàâëÿåì ýòî ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå, èç ( 2.8.10) ( 2.8.12)
ïîëó÷àåì îöåíêó

Çàìå÷àíèå 2.8.1 Ïðèâûâîäå ïîñëåäíåéîöåíêèìûïðåäïîëàãàëè, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé. Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà îöåíêà îñòàåòñÿ âåðíîé è äëÿ

ñëó÷àÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ãðàíèö. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàçáèòü ïðèãðàíè÷íóþ ïîëîñêó íà
÷àñòè, è â êàæäîé ÷àñòè ââåñòè ñâîþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Èòàê, èìåÿ íåðàâåíñòâà ( 2.8.8) è (2.8.9) , ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíûõ îöåíîê âîçâðàòèìñÿ ê íåðàâåíñòâàì (2.6.7) è (2.6.12) ,
êîòîðûåñûãðàëèñóùåñòâåííóþðîëüâïîëó÷åíèèíåðàâåíñòâ (2.8.13) è (2.8.14) . Ðå÷üèäåò
îá îáëàñòè (ñì. çàìå÷àíèå 2.6.1) . Âíåñåì íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ. Òåïåðü ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü òàêîâà, ÷òî . Çäåñü âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
â ïðîäîëæåíèè ôóíêöèè çà ïðåäåëû åå îáëàñòè çàäàíèÿ. Ïóñòü îáëàñòü îãðàíè÷åíà
êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé êëàññà . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîãäà ôóíêöèþ ìîæíî
ïðîäîëæèòü ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà è íîðìû íà áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü . Èíûìè
ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ , ñîâïàäàþùàÿ ñ ôóíêöèåé â îáëàñòè , è
òàêàÿ, ÷òî

ãäå åñòü íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ôóíêöèè .
Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé èç ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìîòðåíî â ðÿäå
ó÷åáíèêîâ è ìîíîãðàôèé (ñì., íàïðèìåð, [23, 30]) . Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî èç ( 2.8.13) è
(2.8.14) ïðèõîäèì ê îöåíêàì

Ïîäâîäÿ èòîã, ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 2.8.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ è . Òîãäà

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ôóíêöèè .

Òåîðåìà 2.8.2 Ïóñòü ôóíêöèÿ è . Òîãäà

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ôóíêöèè .

Òåïåðü ìû ìîæåì çàâåðøèòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî êîíå÷íîýëåìåíòíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, íà÷àòóþ â ïàðàãðàôå 2.5.
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2.9 Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

Ïóñòü åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.5.1) ,( 2.5.2) , óäîâëåòâîðÿþùåå
èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó (2.5.3) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ, îáãîâîðåííûå
â ïàðàãðàôå 2.5, ïðè êîòîðûõ ýòî îáîáùåííîå ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.5.4) . Äàëåå, ïóñòü åñòü ïðèáëèæåííîå
êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå çàäà÷è, îïðåäåëÿåìîå ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà
(2.5.8) . Â êîíöå ïàðàãðàôà 2.5 ìû ïðèøëè ê íåðàâåíñòâó (2.5.20) , à èìåííî:

Äëÿ çàâåðøåíèÿ îöåíêè îñòàëñÿ âñåãî îäèí øàã. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì
(2.8.16) , ïîëó÷èì

îòêóäà,ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (2.5.4) , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 2.9.1 Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò .

Ìîæíî îöåíèòü ïîãðåøíîñòü òàêæå è â íîðìå ïðîñòðàíñòâà .

Òåîðåìà 2.9.2 Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì–íàðÿäó ñ çàäà÷åé (2.5.1) ,( 2.5.2) –êðàåâóþ çàäà÷ó

Òàê êàê èçìåíèëàñü ëèøü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, òî îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.9.3)
òàêæå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó , è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(ñì. íåðàâåíñòâî (2.5.4) ) .
Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.9.3) íà ôóíêöèþ èïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå

ðàâåíñòâî ïî îáëàñòè . Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (1.5.16) äàåò
íàì ðàâåíñòâî



86 Ãëàâà 2. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

Ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â âèäå

ãäå . Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (2.5.16) , ñëåäóåò, ÷òî

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (2.8.16) –ïðèìåíèòåëüíî ê ôóíêöèè , à
òàêæå íåðàâåíñòâîì (2.9.1) . Òîãäà

Íàêîíåö, èìåÿ íåðàâåíñòâî ( 2.9.4) , íàõîäèì, ÷òî

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìàÿ îöåíêà (2.9.2) . 2

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè (2.9.1) è (2.9.2) , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 2.9.3 Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ãäå åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò .

Çàìå÷àíèå 2.9.1 Îöåíêè ïîãðåøíîñòè, ïðèâåäåííûå â òåîðåìàõ 2.9.1, 2.9.2 è 2.9.3 ,
ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ïî ïîðÿäêó. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðèíàä-
ëåæèò ïðîñòðàíñòâó , òî ýòè îöåíêè íåëüçÿ óëó÷øèòü çà ñ÷åò èíîãî âûáîðà òîãî æå
÷èñëà áàçèñíûõ ôóíêöèé. Îáîñíîâàíèå ýòîìó ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [23].

Â çàêëþ÷åíèåýòîãîïàðàãðàôà, à òàêæåèâñåéãëàâû, êðàòêîîñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ
èíûõ òèïàõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè óðàâíåíèå Ïóàññîíà ( 2.5.1) ñ
îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2.5.2) . Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
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ïîñòðîåíèåêîíå÷íîýëåìåíòíîãîðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì. Ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

â êîòîðîé êîýôôèöèåíòû , êîãäà , ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ, à â óçëàõ ìû
ïîëàãàåì , ãäå åñòü òî÷êà íà ãðàíèöå îáëàñòè , ÿâëÿþùàÿñÿ îñíîâàíèåì
íîðìàëè, îïóùåííîé èçóçëà . Ôàêòè÷åñêè, ïðîèñõîäèò ”ñíîñ” ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ñ íà
, ÷òî, ïî ñóùåñòâó, äåëàåòñÿ è â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Âî âíóòðåííèõ

óçëàõ ñåòêè çàïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

ðåøàÿ êîòîðóþ, íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (2.9.6) .

Ðàññìîòðèìåùåèòðåòüþêðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿÏóàññîíà ( 2.5.1) , â êîòîðîé
ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ãäå åñòü åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê êðèâîé (ýòà çàäà÷à óæå îáñóæäàëàñü
íàìè â ïàðàãðàôå 1.5) . Ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, àíàëîãè÷íîå (2.5.3) . Äëÿ
ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.5.1) íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ è
ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî âñåé îáëàñòè:

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (1.5.16) , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(ñì. âûâîä ðàâåíñòâà (1.5.17) ) . Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.9.7) , ïðèõîäèì
ê èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.5.1) ,( 2.9.7) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ äëÿ
êîòîðîé ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî ( 2.9.8) .
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ ñòðîèòñÿ ñåòî÷íàÿ îáëàñòü ,
êîòîðàÿ îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ñåòî÷íàÿ îáëàñòü äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå, î
êîòîðîé ãîâîðèëîñü â ïàðàãðàôå 2.5 –ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî îáëàñòü âêëþ÷àåò
â ñåáÿ îáëàñòü . Êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ , óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó
òîæäåñòâó

áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèáëèæåííîå êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå òðåòüåé êðàåâîé
çàäà÷è.

Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2.9.9) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé

ñ ìàòðèöåé , ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

(ñì. âûâîä ñèñòåìû (2.5.13) äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå) .

Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû áîëåå ïîäðîáíî èçó÷èì ñòðóêòóðó è ñâîéñòâà ñèñòåì êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå îáñóäèì íåêîòîðûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëåííîé
ðåàëèçàöèè ìåòîäà.



Ãëàâà 3

ÏÅÐÅÎÁÓÑËÀÂËÈÂÀÍÈÅ

ÊÎÍÅ×ÍÎÝËÅÌÅÍÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðîæäàåò ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñèñòåìû
ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé) áîëüøîéðàçìåðíîñòèè ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû. Îáû÷íî ýòè ñèñòåìû
ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Êàê ïðàâèëî, ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé
ïëîõî îáóñëîâëåíû, ÷òî ñêàçûâàåòñÿ â áûñòðîì ðîñòå ÷èñëà èòåðàöèé ïðè óìåíüøåíèè
øàãà ñåòêè. ×òîáû èñïðàâèòü ýòî ïîëîæåíèå, â èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ èñïîëüçóþòñÿ
òàê íàçûâàåìûå ïåðåîáóñëàâëèâàþùèå ìàòðèöû èëè ïåðåîáóñëàâëèâàòåëè. Îñíîâíûå
òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿì, òàêîâû: âî-ïåðâûõ, îíè äîëæíû
õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàòü ìàòðèöó æåñòêîñòè èñõîäíîé êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñèñòåìû è,
âî-âòîðûõ, ïðîöåäóðà èõ îáðàùåíèÿ äîëæíà áûòü ëåãêî îñóùåñòâèìîé.

Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåé äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû èçëîæèì îäèí èç ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ
òàê íàçûâàåìûõ ìíîãîñåòî÷íûõ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåé, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò èäåÿ
èñïîëüçîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêèèçìåëü÷àþùèõñÿ ñåòîêèâíóòðåííèõèòåðàöèîííûõïðîöåäóð.

3.1 Àíñàìáëèðîâàíèå ìàòðèöû æåñòêîñòè

Â ïðåäûäóùåéãëàâåíàìèáûëîïîêàçàíî, ÷òîïðèçàäàííîéíóìåðàöèèóçëîâìíîæåñòâà
íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà (2.5.1) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (2.5.13) ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé

ñìàòðèöåéæåñòêîñòè , ýëåìåíòûêîòîðîéâû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:

89



90 Ãëàâà 3. Ïåðåîáóñëàâëèâàíèå êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ñèñòåì

( ñì. ( 2.5.9) ) . Òàìæå áûëî ñêàçàíî, ÷òîìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé; äåéñòâèòåëüíî,
êàê ëåãêî çàìåòèòü èç (3.1.2) , åñëè óçëû ñåòêè è íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè, òî .

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû , êîòîðóþ íàçûâàþò òàêæå
ãëîáàëüíîé ìàòðèöåéæåñòêîñòè, áàçèðóåòñÿ íà ñáîðêå ýòîé ìàòðèöû èç ìàòðèöæåñòêîñòè
îòäåëüíûõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ, âû÷èñëÿåìûõ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Ýòà îïåðàöèÿ íîñèò
íàçâàíèåàíñàìáëèðîâàíèÿ ( îò àíãëèéñêîãîassembling–ñáîðêà, ìîíòàæ) . Ñíà÷àëà äàäèì
åå îáùåå îïèñàíèå.

Ïóñòü ñåòî÷íàÿ îáëàñòü åñòü îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñâÿçíûõ ïîäîáëàñòåé
, , êàæäàÿ èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêî-

òîðîãî ÷èñëà òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè. Òî÷íåå, ïóñòü

åñëè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ ñåòêè, ïðèíàäëåæàùèõ çàìêíóòîé

ïîäîáëàñòè , à ÷åðåç – ÷èñëî óçëîâ â ýòîì ìíîæåñòâå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ

îïðåäåëåíèåì, ìíîæåñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóæåíèå ìíîæåñòâà óçëîâ

íà ïîäîáëàñòü . Â ñâÿçè ñ ýòèì íîâûì ïîíÿòèåì ââåäåì â îáðàùåíèå ñèìâîë (îò
àíãëèéñêîãî restriction –ñóæåíèå, îãðàíè÷åíèå) è çàïèøåì, ÷òî

Íóìåðàöèÿ óçëîâ ìíîæåñòâà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íîìåðà óçëîâ ìíîæåñòâà ;

ïóñòü ýòî áóäóò óçëû ñ íîìåðàìè . Ðàäè ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî .

×åðåç îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå

óçëîâ . Â ñèëó íàøåãî ñîãëàøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íóìåðàöèè óçëîâ, ñåòî÷íóþôóíêöèþ

, ãäå åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â óçëå , ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê âåêòîð

...

äëèíû . Òàêèì îáðàçîì, åñòü ñóæåíèå ïðîñòðàíñòâà íà

ïîäîáëàñòü .
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Äàëåå, ïóñòü . Äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé èìååò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ãäå

Ïîñëåââåäåíèÿ íåîáõîäèìûõ ïîíÿòèéèîáîçíà÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñðàçáèåíèåìñåòî÷íîé
îáëàñòè, âåðíåìñÿ ê îïèñàíèþ îïåðàöèè àíñàìáëèðîâàíèÿ. Èç ôîðìóëû (3.1.2) î÷åâèäíî
ñëåäóåò, ÷òî

Ïîñëåäíÿÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè ìîæåò
áûòü ïîëó÷åí ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö æåñòêîñòè ïî
îòäåëüíûì ïîäîáëàñòÿì, à èìåííî, ìàòðèö

ãäå

Óòî÷íèì ñêàçàííîå íà óðîâíå ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé.
Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè

åñëè ,

åñëè ,

Äëÿ íàãëÿäíîñòè âûïèøåì ìàòðèöû è :

...

...

...

...
...
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Äàëåå, ñîñòàâèì ïðîèçâåäåíèå . Ýòà ìàòðèöà ðàçìåðà èìååò ñëåäóþùóþ
ñòðóêòóðó:

...

Ìåòêîé îáîçíà÷åíû ýëåìåíòû (3.1.6) ìàòðèöû . Òî÷íåå, íà ïåðåñå÷åíèè -îé ñòðîêè,
è ñòîëáöà ñ íîìåðîì , ãäå , íàõîäèòñÿ ýëåìåíò . Âñå

îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû çàâåäîìî ðàâíû íóëþ. Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ìàòðèöó
ðàçìåðà . Ýòà ìàòðèöà òàêîâà:

...

...

...

...

Íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè ñ íîìåðîì , è ñòîëáöà ñ íîìåðîì ,

ðàñïîëîæåíýëåìåíò ìàòðèöû . Âñåîñòàëüíûåýëåìåíòûìàòðèöû ðàâíû

íóëþ. Ôàêòè÷åñêè, óìíîæåíèå ìàòðèöû ñïðàâà íà è ñëåâà íà ðàñïðåäåëÿåò
ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ìåñòàì ãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè.

Èòàê, íà îñíîâàíèè ðàçëîæåíèÿ (3.1.4) ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íà ñîñòàâëÿþùèå,
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ñóòü îïåðàöèè àíñàìáëèðîâàíèÿ. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó îïåðàöèþ
ñèìâîëîì . Â ðàññìîòðåííîì íàìè ñëó÷àå çàïèøåì, ÷òî
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Â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ñåòî÷íóþôóíêöèþ ïîëó÷èì ñåòî÷íóþ
ôóíêöèþ . Äåéñòâèòåëüíî,

...
...

òî åñòü .
Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî ïîëåçíîå ðàâåíñòâî. Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì

(3.1.8) ãëîáàëüíîé ìàòðèöûæåñòêîñòè , äëÿ ëþáûõ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé èìååì

Òàêèì îáðàçîì,

ãäå , .
Êàê áûëî ñêàçàíî â íà÷àëå íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà, ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïóòåì àíñàìáëèðîâàíèÿ ìàòðèö æåñòêîñòè îòäåëüíûõ òðåóãîëüíûõ
ýëåìåíòîâ. Ïîñëå äîâîëüíî ïîäðîáíîãî îïèñàíèÿ ñàìîé îïåðàöèè –â îáùåì âèäå –ýòî
óòâåðæäåíèå ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ ïîíÿòíûì. À èìåííî, åñëè â êà÷åñòâå ïîäîáëàñòåé
(3.1.3) ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíûå òðåóãîëüíèêè òðóàíãóëÿöèè, òî, ñîãëàñíî (3.1.9) ,

ãäå åñòü ìàòðèöà æåñòêîñòè òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà
Íà ýëåìåíòíîì óðîâíå ðàçáèåíèÿ ñåòî÷íîé îáëàñòè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âñå îáîç-

íà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ àíñàìáëèðîâàíèåì, çàìåíÿÿ ëèøüìåòêó (èëè ) , óêàçûâàþ-
ùóþ íà ïîäîáëàñòü, íà ìåòêó , óêàçûâàþùóþ íà ýëåìåíò. Íàïðèìåð,

ãäå

(ñì. (3.1.5) è (3.1.6) ) . Çàìåòèì, ÷òî , åñëè âñå òðè âåðøèíû òðåóãîëüíèêà òðèàí-
ãóëÿöèè ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè óçëàìè ñåòêè, , åñëè îäíà èç âåðøèí íàõîäèòñÿ
íà ãðàíèöå è , åñëè äâå âåðøèíû ëåæàò íà .
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Âûâåäåì ôîðìóëû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ëåãêî âû÷èñëÿòü ìàòðèöû æåñòêîñòè
òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê òðèàíãóëÿöèè , âñå òðè âåðøèíû
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìèóçëàìèñåòêè. Ýòè âåðøèíûïåðåíóìåðîâàíûöèôðàìè ,
è (ðàäè óïðîùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë çäåñü ìû èñïîëüçóåì ëîêàëüíóþ íóìåðàöèþ óçëîâ) .
Ñîîòâåòñòâåííî, êîîðäèíàòû âåðøèí åñòü , è . Äàëåå, ïóñòü , è –
äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, à , è –âåëè÷èíû åãî óãëîâ, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 3.1.1.

¡
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¡
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¡
¡¡
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Ðèñ. 3.1.1. Òðåóãîëüíèê òðèàíãóëÿöèè .

Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì (2.4.1) äëÿ áàçèñíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé, èìååì

ãäå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà . Ìàòðèöà æåñòêîñòè íàøåãî ýëåìåíòà åñòü

ãäå

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû, íàõîäèì
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé, òî

Çàìå÷àíèå 3.1.1 Êîãäà èëè , ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà ïîëó÷àåòñÿ èç
ìàòðèöû (3.1.12) ïóòåì óäàëåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ, íîìåðà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò óçëàì,
ïîïàäàþùèì íà ãðàíèöó ñåòî÷íîé îáëàñòè.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ïîëó÷èì åùå îäíî èñïîëüçóåìîå â äàëüíåéøåì ðàâåíñòâî.
Âåðíåìñÿ ê òðåóãîëüíèêó òðèàíãóëÿöèè ñîáîçíà÷åíèÿìè, óêàçàííûìèíà Ðèñ. 3.1.1 .

Ëåììà 3.1.1 Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé è , ëèíåéíûõ íà òðåóãîëüíèêå , âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

ãäå è , , åñòü çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèé è â âåðøèíàõ

òðåóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíûå ôóíêöèè è ïðåäñòàâèìû â âèäå

ïîýòîìó

Â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè
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Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ èç (3.1.14) , ïîëó÷èì

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

Ïî õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìå êîñèíóñîâ

Ñëåäîâàòåëüíî,

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå õîðîøî èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà, à èìåííî,

è ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (3.1.15) . 2

Ñëåäñòâèå 3.1.1 Åñëè òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé, òî

ãäå

Ðàâåíñòâî (3.1.16) áóäåò ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàíî íàìè íèæå ïðè ðàññìîòðåíèè
âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì ñèñòåì ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé.
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3.2 Ñåòî÷íûå óðàâíåíèÿ è çàäà÷à ïåðåîáóñëàâëèâàíèÿ

Âåðíåìñÿ ê êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñèñòåìå (2.5.13) ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé

ñ ñèììåòðè÷íîéìàòðèöåé. Ïîêàæåì, ÷òîìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííîé.
Âûøå íàìè áûëî ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî ( 2.5.14) , âåðíîå äëÿ ëþáûõ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé è èõ
êóñî÷íî-ëèíåéíûõ âîñïîëíåíèé. Òîãäà äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè
èìååì

Êàê èçâåñòíî, ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
âàæíóþðîëü èãðàåò ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð, [1, 4, 5]) .
Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö îïðåäåëèì ýòî ÷èñëî êàê

ãäå è åñòü, ñîîòâåòñòâåííî, íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ìàòðèöû .

Çàìå÷àíèå 3.2.1 Äàäèìêðàòêîåïîÿñíåíèåê îïðåäåëåíèþ(3.2.2) . Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå
ìàòðèö ïîðÿäêà ââåäåíà íåêîòîðàÿ íîðìà. ×èñëîì îáóñëîâëåííîñòè íåâûðîæäåííîé
ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Êàê âèäíî, çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû çàâèñèò îò âûáîðà ìàòðè÷íîé íîðìû. Íîðìà ìàòðèöû,
ïîä÷èíåííàÿ íåêîòîðîé âåêòîðíîé íîðìå, ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( ñì., íàïðèìåð, [1, 7, 29]) . Åñëè âçÿòü âåêòîðíóþ íîðìó

òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

Åñëè ìàòðèöà ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, òî ; â ýòîì
ñëó÷àå , è ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå (3.2.2) .
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Äàäèì îöåíêó ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû íàøåé êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñèñòåìû
(3.2.1) . Äëÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû èìåþò ìåñòî
ñîîòíîøåíèÿ

(ñì., íàïðèìåð, [7, 9, 29]) .
Äëÿ îöåíêè íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (2.5.14) è

íåðàâåíñòâîì (2.4.25) . Ñó÷åòîì òîãî, ÷òî êóñî÷íî-ëèíåéíûåôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà
ðàâíû íóëþ íà ãðàíèöå ñåòî÷íîé îáëàñòè , ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

ãäå –ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé
íåíóëåâîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè

Òåì ñàìûì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ( 3.2.3) ,

Òåïåðü îöåíèì ñíèçó íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ
íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà (1.5.19) . Ñîãëàñíî ýòîìó íåðàâåíñòâó

(íàïîìíèì, ÷òî áóêâîé , ñ èíäåêñàìè è áåç íèõ, ìû îáîçíà÷àåì ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëü-
íûå ïîñòîÿííûå â íåðàâåíñòâàõ) . Òîãäà

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì, óñòàíîâëåííûì â (2.4.18) . Ïîëó÷èì

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè

Èòàê, ñîãëàñíî (3.2.3) ,
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Â ðåçóëüòàòå, èç ( 3.2.2) ,( 3.2.4) è ( 3.2.5) ïîëó÷àåì îöåíêó

÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû æåñòêîñòè . Çàìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà òî÷íà ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû (ñì., íàïðèìåð, [2, 25]) .

Ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé, ê êîòîðûì ñâîäèòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, êàê ïðàâèëî, èìåþò âûñîêèé ïîðÿäîê, ïðîïîðöèîíàëüíûé ÷èñëó óçëîâ
ñåòêè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûñîêîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè íàäî áðàòü
ìàëûé øàã ñåòêè. Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷å ýòî âèäíî èç îöåíîê (2.9.1) è (2.9.2) .

Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ áîëüøèì ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè
ìàòðèöû íàçûâàþò ïëîõî îáóñëîâëåííûìè.

Èòàê, ïåðå÷èñëèì, êàêèìè õàðàêòåðíûìè îñîáåííîñòÿìè îáëàäàåò íàøà êîíå÷íî-
ýëåìåíòíàÿ ñèñòåìà ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé:

–ñèñòåìà èìååò âûñîêèé ïîðÿäîê;
–ìàòðèöà ñèñòåìû ðàçðåæåííàÿ;
–ñèñòåìà, ñîãëàñíî îöåíêå ( 3.2.6) , ïëîõî îáóñëîâëåíà.

Ïîÿñíèì, êàêèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ âûñîêèì ïîðÿäêîì è ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòüþ,
âîçíèêàþò ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé
ïðèìåíÿþòñÿ â îñíîâíîì èòåðàöèîííûå ìåòîäû. Íàïðèìåð ÷åáûøåâñêèé ìåòîä èëè
ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ [25, 33, 47]. Íî çäåñü ìû èçëîæèì ñóòü ïðîáëåìû íà
áîëåå ïðîñòîì ìåòîäå. Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.2.1) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîí-
íîãî ìåòîäà

ñ ïàðàìåòðîì

ãäå è –ñîîòâåòñòâåííî íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ìàòðèöû . Ýòîò ìåòîä ÷àñòî íàçûâàþò ìåòîäîì Ðè÷àðäñîíà1. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ , òî åñòü , íàäî ïðîäåëàòü

èòåðàöèé (ñì., íàïðèìåð, [1, 25]) . Êàê âèäíî èç îöåíêè (3.2.6) , ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè,
à âìåñòå ñ íèì è ÷èñëî èòåðàöèé, áûñòðî ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì øàãà ñåòêè. À ýòî
ïðèâîäèò êóâåëè÷åíèþ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõîïåðàöèéè, âêîíå÷íîìèòîãå, ê óâåëè÷åíèþ
ìàøèííîãî âðåìåíè, òðåáóåìîãî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

1Ðè÷àðäñîí Ëüþèñ Ôðàé (1881–1953)–àíãëèéñêèé ãåîôèçèê è ìàòåìàòèê, îñíîâíûå íàó÷íûå
òðóäû ïîñâÿùåíû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå.
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Äëÿ èñïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëåííîé ñèòóàöèè â ðàññìîòðåíèå ââîäèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ
ïåðåîáóñëàâëèâàþùàÿ ìàòðèöà èëè ïåðåîáóñëàâëèâàòåëü, è âìåñòî ñèñòåìû (3.2.1)
ðåøàåòñÿ ñèñòåìà

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà òàêæå ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ.
Ñîîòâåòñòâåííî, ìåòîä Ðè÷àðäñîíà äëÿ ñèñòåìû (3.2.10) çàïèñûâàåòñÿ êàê

èëè, â áîëåå ïðèåìëåìîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé, âèäå

Çäåñü ñëåäóåò äàòü íåêîòîðûå êîììåíòàðèè. Ìàòðèöû è –ñèììåòðè÷íûå è ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííûå, íî ìàòðèöà , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé.
Îäíàêî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèöû
ðàâíîñèëüíà îáîáùåííîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîòîðîé äåéñòâèòåëüíû è ïîëîæèòåëüíû, ïðè÷åì

(ñì., íàïðèìåð, [7, 9]) . Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

Íà îñíîâå âûøåèçëîæåííîãî ïîä ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ìû áóäåì
ïîíèìàòü âåëè÷èíó

ãäå è åñòü, ñîîòâåòñòâåííî, íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
çàäà÷è (3.2.13) .

Â ïåðåîáóñëîâëåííîì ìåòîäå Ðè÷àðäñîíà (3.2.12) ïàðàìåòð âûáèðàåòñÿ îïÿòü æå ïî
ôîðìóëå ( 3.2.8) ,–íî óæå ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè îáîáùåííîé çàäà÷è. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ , ïî àíàëîãèè ñ (3.2.9) , ïîòðåáóåòñÿ óæå
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èòåðàöèé. Îñòàíîâèìñÿ åùå íà îäíîì âàæíîì ìîìåíòå. Çäåñü ïåðåõîä îò ïðèáëèæåíèÿ
ê ïðèáëèæåíèþ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

Êàê âèäèì, âîçíèêàåò çàäà÷à –ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé . Ïîýòîìó ê ïåðåîáóñëàâ-
ëèâàòåëþ ïðåäúÿâëÿþòñÿ äâà îñíîâíûõ òðåáîâàíèÿ:

–ìàòðèöà äîëæíà õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàòü ìàòðèöó â òîì ñìûñëå, ÷òî ÷èñëî
îáóñëîâëåííîñòè äîëæíî áûòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè
(ñì. îöåíêè ÷èñëà èòåðàöèé (3.2.9) è ( 3.2.17) ) ;

–â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ñ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåì ïðèõîäèòñÿ
íåîäíîêðàòíî ðåøàòü ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé (ñì. ( 3.2.18) ) , ïîýòîìó ýòà îïåðàöèÿ äîëæíà
áûòü ëåãêî îñóùåñòâèìîé.

Â ñèëó ïåðå÷èñëåííûõ òðåáîâàíèé, ìàòðèöó ðàññìàòðèâàþò â êà÷åñòâå îïòèìàëü-
íîãî ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ äëÿ ìàòðèöû , åñëè:

– ìàòðèöà ñïåêòðàëüíî ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå , òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå
ïîñòîÿííûå è , íå çàâèñÿùèå îò ïîðÿäêà ìàòðèöû, ÷òî

òîãäà, êàê ñëåäóåò èç (3.2.15) è (3.2.16) , , è ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõî-
äèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.2.10) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà ýòîé ñèñòåìû;

–÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé ñèñòåìû ñìàòðèöåé
, ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ.

Ìåòîäû è òåõíèêà ïîñòðîåíèÿ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåé äëÿ ìàòðèö, âîçíèêàþùèõ ïðè
êîíå÷íîýëåìåíòíîé äèñêðåòèçàöèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, äîâîëüíî
ðàçíîîáðàçíû. Ýòèìâîïðîñàìïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà–ñòàòüè, îáçîðû, ó÷åáíèêè
è ìîíîãðàôèè (ñì., íàïðèìåð, [33, 39, 40, 43, 48]) . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïåðå-
îáóñëàâëèâàòåëåé õîðîøî ïðèñïîñîáëåíû ìíîãîóðîâíåâûå/ìíîãîñåòî÷íûå ïðîöåäóðû

ñ âíóòðåííèìè èòåðàöèÿìè, îäèí èç âàðèàíòîâ êîòîðûõ ìû èçëîæèì â ïîñëåäóþùèõ
ïàðàãðàôàõ. Ðåàëèçóþùèå òàêîé ïîäõîä ìåòîäû áûëè ïðåäëîæåíû ïðàêòè÷åñêè îäíîâðå-
ìåííîâ ðàáîòàõ Ó.Àêñåëüñîíà èÏ.Âàññèëåâñêîãî [36, 37] èÞ.À.Êóçíåöîâà [44]. Íàïðàâ-
ëåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â ñòàòüÿõ [36, 37], è ðàçâèòîå â ïîñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ ýòèõ
æå àâòîðîâ, ïîëó÷èëî íàçâàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìíîãîóðîâíåâûõ èòåðàöèé

èëè AMLI-ìåòîäîâ (Algebraic Multilevel Iteration Methods) . Âòîðîå íàïðàâëåíèå, íà÷àëî
êîòîðîìó áûëî ïîëîæåíî â [44],– ýòî àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû ñ

ðàçáèåíèÿìè íà ïîäñòðóêòóðû èëè AM/S-ìåòîäû (Algebraic Multigrid/Substructuring
Methods) . Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé îáîèõ íàïðàâëåíèé, ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóåò
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òåñíàÿ âíóòðåííÿÿ ñâÿçü, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåé ÷èñòî
àëãåáðàè÷åñêèì ïóòåì, èñïîëüçóÿ ñòðîÿùóþñÿ ïî îïðåäåëåííîìó ïðèíöèïó èåðàðõè÷åñêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòîê. Ñâîå äàëüíåéøåå ðàçâèòèå îáà íàïðàâëåíèÿ ïîëó÷èëè â ðàáîòàõ
Þ.À.Êóçíåöîâà [45], Þ.Ð.Àêîïÿíà è Þ.À.Êóçíåöîâà [42], Ó.Àêñåëüñîíà, Þ.Ð.Àêîïÿíà
èÞ.À.Êóçíåöîâà [35] è äð.

Èòàê, ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ AM/S-âåðñèè ïîñòðîåíèÿ ìíîãîñåòî÷íûõ ïåðåîáóñëàâ-
ëèâàòåëåé.

3.3 Èåðàðõè÷åñêèå òðåóãîëüíûå ñåòêè

Â ïàðàãðàôå 2.5 íàìèáûëî äàíîïîñòðîåíèå ñåòî÷íîéîáëàñòè , òðèàíãóëèðîâàííîé
ñ íåêîòîðûì äîñòàòî÷íî ìàëûì ”óñðåäíåííûì” øàãîì , êîòîðûé îáåñïå÷èâàë íóæíóþ
òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà –â ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêàìè, ïîëó÷åííûìè â òåîðåìàõ 2.9.1 è 2.9.2 . Îäíàêî
çäåñü ìû ïîäîéäåì ê ïîñòðîåíèþ ñåòêè ñ íåñêîëüêî èíûõ ïîçèöèé.

Ïóñòü îáëàñòü , ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ( 2.5.1) ,( 2.5.2) , äîñòàòî÷íî õîðîøî
àïïðîêñèìèðîâàíà íåêîòîðîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ , êîòîðàÿ ðàçáèòà íà
òðåóãîëüíèêè , . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáûå äâà òðåóãîëüíèêà ëèáî
íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî èìåþò òîëüêî îáùóþ âåðøèíó, ëèáî òîëüêî îáùóþ ñòîðîíó.
Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ èåðàðõè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ òðåóãîëüíûõ ñåòîê
îñíîâàí íà ñëåäóþùåé ïðîöåäóðå èçìåëü÷åíèÿ: êàæäûé èç òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçóþùèõ
óæå èìåþùóþñÿ òðèàíãóëÿöèþ, ñ ïîìîùüþ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû åãî ñòîðîí,
ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà–êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 3.3.1.
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Ðèñ. 3.3.1. Ïðîöåäóðà èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè.

Èìåÿ ðàçáèåíèå ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè íà òðåóãîëüíèêè , , ìû
ôàêòè÷åñêè èìååì íåêîòîðóþ òðèàíãóëÿöèþ îáëàñòè è ñîîòâåòñòâóþùóþ ñåòêó. Íà÷íåì
ïðîöåññ èçìåëü÷åíèÿ, ðóêîâîäñòâóÿñü ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå ïðàâèëîì. Âîçüìåì ñåòêó
, ïîëó÷åííóþ ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé â íàøèõ ðàññìîòðåíèÿõ.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñåòêà ñîäåðæèò íåáîëüøîå ÷èñëî âíóòðåííèõ óçëîâ. Äàëåå,
îãðàíè÷èâøèñü íåêîòîðûì öåëûì ÷èñëîì , ïðîäîëæèì ïðîöåññ è ïîñòðîèì êîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåëü÷àþùèõñÿ ñåòîê , . Ïðè ýòîì áóäåì ãîâîðèòü,
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÷òî ñåòêà ñîîòâåòñòâóåò -ìó óðîâíþ èçìåëü÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íà -îì óðîâíå
èìååì ñàìóþ ìåëêóþ ñåòêó , à íà íóëåâîì óðîâíå–ñàìóþ ãðóáóþ ñåòêó . Çàìåòèì,
÷òî ñåòêà –ýòî òà ñåòêà, íà êîòîðîé ìû áóäåì ðåøàòü êîíå÷íîýëåìåíòíóþ çàäà÷ó.

Äëÿ âñåõ ñíà÷åíèé ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

–ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè -ãî óðîâíÿ èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè;
–ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ ñåòêè ;
–÷èñëî óçëîâ â ìíîæåñòâå ;
–ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå óçëîâ ;
–ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íà ñåòêå ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà

ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè .

Â ðàáîòå [38] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè êàæäîì èçìåëü÷åíèè ñåòêè ÷èñëî âíóòðåííèõ óçëîâ
óâåëè÷èâàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî â ÷åòûðå ðàçà. Ýòèì ìû âîñïîëüçóåìñÿ íèæå–ïðè îöåíêå
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ìíîãîñåòî÷íîãî ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ.

Â ñâÿçè ñ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ñåòîê óòî÷íèì ïîðÿäîê íóìåðàöèè èõ óçëîâ. Ïî
ïîñòðîåíèþ

Òåì ñàìûì, äëÿ çíà÷åíèé ìû èìååì åñòåñòâåííîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
óçëîâ íà äâà ïîäìíîæåñòâà:

ãäå

(ñì. Ðèñ. 3.3.2) .
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Ðèñ. 3.3.2. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà : –óçëû ïîäìíîæåñòâà ,

–óçëû ïîäìíîæåñòâà .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç , ÷èñëî óçëîâ â ìíîæåñòâå ; ñîãëàñíî (3.3.3) , ìîæåì
çàïèñàòü, ÷òî

Îñíîâûâàÿñü íà ðàçáèåíèè (3.3.2) , óñòàíîâèì ñëåäóþùèé ïîðÿäîê íóìåðàöèè óçëîâ
ìíîæåñòâà : ñíà÷àëà ÷èñëàìè îò äî íóìåðóþòñÿ óçëû ìíîæåñòâà ,

à çàòåì ÷èñëàìè îò äî – óçëû ìíîæåñòâà .
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Äëÿ çíà÷åíèé , â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì ïðàâèëîì íóìåðàöèè óçëîâ,
ïðîèçâîëüíóþ ñåòî÷íóþôóíêöèþ –ðàññìàòðèâàåìóþ êàê âåêòîð –ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

ãäå åñòü ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå óçëîâ .
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå, ìû áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó Äèðèõëå

äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà -îì óðîâíå èçìåëü÷åíèÿ, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñàìîé ìåëêîé
ñåòêå . Â ñâÿçè ñ ýòèì óòî÷íèìîïðåäåëåíèå (2.5.8) êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
–ïðèìåíèòåëüíî ê íîâûì îáîçíà÷åíèÿì. Ôóíêöèþ , óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåã-
ðàëüíîìó òîæäåñòâó

è ïðîäîëæåííóþ íóëåì íà ïðèãðàíè÷íóþ ïîäîáëàñòü , áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.5.1) ,( 2.5.2) . Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî ( 3.3.6)
ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé

ñ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà è ïðàâîé ÷àñòüþ
. Ýëåìåíòàìè ìàòðèöû æåñòêîñòè

ÿâëÿþòñÿ

ãäå åñòü áàçèñíûå êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâà (ñì. (2.5.9) ) . Ïðè
ýòîì, êàê ñëåäóåò èç (2.5.14) , ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ãäå è .
Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ãëàâû – ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ

äëÿ ìàòðèöû ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé (3.3.7) . Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ íàìè â äâà
ýòàïà. Âíà÷àëå ìû ïåðåéäåì ê ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëåííîé ìàòðèöå, ñïåêòðàëüíî
ýêâèâàëåíòíîéìàòðèöå (ñì. îïðåäåëåíèå (3.2.19) ) ; çàòåìäëÿ íîâîéìàòðèöû, èñïîëüçóÿ
èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñåòîê, ñòðîèòñÿ ìíîãîñåòî÷íûé ïåðåîáóñëàâëèâàòåëü, êîòîðûé
áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ è äëÿ èñõîäíîé ìàòðèöû.
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3.4 Ñïåêòðàëüíî ýêâèâàëåíòíàÿ ìàòðèöà

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ìû èìååì íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè íà
òðåóãîëüíèêè , . Ïðåäëàãàåìûé íàìè ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïåðåîáóñ-
ëàâëèâàòåëåé îñíîâàí íà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿõ òðåóãîëüíèêîâ , îñóùåñòâëÿåìûõ
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, íà ñòàíäàðòíûé åäèíè÷íûé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.
Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Â êà÷åñòâå
èëëþñòðàöèè íèæå ïðèâîäèòñÿ Ðèñ. 3.4.1 .
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Ðèñ. 3.4.1. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå .

Â ñèëó ïðàâèëà ãåíåðèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èåðàðõè÷åñêèõ ñåòîê êàæäàÿ ñåòêà
, çàäàåò ñåòêó â òðåóãîëüíèêå . Ýòî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñóæåíèå

ñåòêè íà òðåóãîëüíèê (ñì. ïàðàãðàô 3.1) . Óçëàìè ñåòêè ÿâëÿþòñÿ óçëû ñåòêè
, ïðèíàäëåæàùèå . Òàêèì îáðàçîì,

Äàëåå, ïóñòü:
–ñóæåíèåìíîæåñòâà òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè -ãîóðîâíÿ íà òðåóãîëüíèê ,

òî åñòü

–ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà , ñîñòîÿùåå èç óçëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ; èíà÷å
ãîâîðÿ,

ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ óçëîâ ìíîæåñòâà íàñëåäóåò íóìåðàöèþ óçëîâ ìíî-
æåñòâà ;

–÷èñëî óçëîâ â ìíîæåñòâå ;
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–ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå óçëîâ , òî åñòü

–ñóæåíèå ïðîñòðàíñòâà íà òðåóãîëüíèê :

(êóñî÷íî-ëèíåéíûå íà ñåòêå ôóíêöèè, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü íà ) .
Ñëåäóÿ ðåçóëüòàòàì ïàðàãðàôà 3.1, óêàæåì, ÷òîìàòðèöà æåñòêîñòè êîíå÷íîýëåìåíò-

íîéñèñòåìû(3.3.7) ìîæåò áûòüïîëó÷åíà êàêðåçóëüòàò àíñàìáëèðîàíèÿìàòðèöæåñòêîñòè
äëÿ îòäåëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, â ñîâîêóïíîñòèîáðàçóþùèõîáëàñòü . Àèìåííî, îïðåäåëèì
äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà , ìàòðèöó ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèÿ

ãäå , . Òîãäà

Çàìåòèì, ÷òîìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé, åñëè òðåóãîëüíèê
íå èìååò ñ ãðàíèöåé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè îáùèõ òî÷åê; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ìàòðèöà –ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ.
Èòàê, ðàññìîòðèì íåêîòîðûé òðåóãîëüíèê , . Îñóùåñòâèì ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå , êîòîðîå ïåðåâîäèò â ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñ äëèíîé
ñòîðîíû, ðàâíîé åäèíèöå. Íà êàæäîì óðîâíå èçìåëü÷åíèÿ ýòî îòîáðàæåíèå ïðåîáðàçóåò
ñåòêó â ðåãóëÿðíóþ ñåòêó , ÿ÷åéêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñòîðîííèå
òðåóãîëüíèêè ñ äëèíîé ñòîðîíû (Ðèñ. 3.4.1) . Ïî ïîñòðîåíèþ

Òðèàíãóëÿöèÿ òðåóãîëüíèêà îïðåäåëÿåò ðåãóëÿðíóþ òðèàíãóëÿöèþ
òðåóãîëüíèêà . Çàìåòèì, ÷òî òðèàíãóëÿöèè – ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
–ãåîìåòðè÷åñêè íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ; îäíàêî, ðàäè ñòðîãîñòè èçëîæåíèÿ, ìû áóäåì
ñîõðàíÿòü â îáîçíà÷åíèÿõ óêàçàíèå íà ïðîîáðàçû ýòèõ òðèàíãóëÿöèé. Òî æå ñàìîå ìîæíî
ñêàçàòü è î ñåòêå .

Äàëåå, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòêè â
ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòêè . Îñîáî îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ
íóìåðàöèÿ óçëîâ, òî åñòü óçëûìíîæåñòâà èìåþò òåæåíîìåðà, ÷òîèèõ ïðîîáðàçû
â . Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé , çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå , ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü îäíîâðåìåííî êàê ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà .
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Íàêîíåö, îïðåäåëèìïðîñòðàíñòâî êàêîáðàçïðîñòðàíñòâà ïðèîòîáðàæåíèè
. Èíûìè ñëîâàìè, åñòü ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íà ñåòêå

ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà îáðàçå ïåðåñå÷åíèÿ .

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ìàòðèöû, ñïåêòðàëüíî ýêâèâàëåíòíîé ìàòðèöå ñèñòåìû
ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé (3.3.7) . Âíà÷àëå äëÿ âñåõ îïðåäåëèì ìàòðèöû
ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

ãäå , . Òàê æå, êàê è â
ñëó÷àå ñ ìàòðèöåé , ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ, åñëè òðåóãîëüíèê

íåèìååò ñ ãðàíèöåé îáùèõ òî÷åê; â ïðîòèâíîìñëó÷àåìàòðèöà –ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ. Äàëåå, âçÿâ íåêîòîðûé íàáîð ïàðàìåòðîâ , , ñ ïîìîùüþ
îïåðàöèè àíñàìáëèðîâàíèÿ ïîñòðîèì ìàòðèöó

ïîðÿäêà . Màòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ïðåæäå
÷åì ïåðåéòè ê âîïðîñó âûáîðà ïàðàìåòðîâ , ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèé, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðûõ ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ.

Ëåììà 3.4.1 Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è , óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) ; 2) åñëè äëÿ íåêîòîðîãî , òî è

. Òîãäà

Ëåììà 3.4.2 Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è , óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) ; 2) åñëè äëÿ íåêîòîðîãî , òî è

. Òîãäà

Ìû îñòàâëÿåì äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ ( 3.4.6) è (3.4.7) ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ. Êàê î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå ëåìì 3.4.1 è 3.4.2 ïðèâåäåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 3.4.3 Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è , óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) ; 2) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ÷èñëà è

ðàâíû èëè íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî. Òîãäà

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î âûáîðå ïàðàìåòðîâ â (3.4.5) óñòàíîâèì ñíà÷àëà ãðàíèöû
ñïåêòðà ìàòðèöû . Èç (3.4.1) èìååì ñîîòíîøåíèå

ãäå . Àíàëîãè÷íî, èç ( 3.4.4) ñëåäóåò, ÷òî

ãäå . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå

ïîñòîÿííûå è , ÷òî

Îñòàâëÿåì âûâîä ýòèõ íåðàâåíñòâ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Ïðè ýòîì çàìåòèì,
÷òî ïîñòîÿííûå è îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè òðåóãîëüíèêà

. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèé (3.4.2) è (3.4.5) –ñîãëàñíî ñâîéñòâó ( 3.1.10) îïåðàöèè
àíñàìáëèðîâàíèÿ –èìååì ðàâåíñòâà

ãäå . Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè
èìååì ðàâåíñòâî
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Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè îäíîì è òîì æå çíà÷åíèè ÿäðà ìàòðèö è
ñîâïàäàþò, òî åñòü ; ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç ( 3.4.9) è (3.4.10) . Òîãäà –
â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ëåììû 3.4.3 –ìîæåì çàïèñàòü íåðàâåíñòâà

Îòñþäà, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (3.4.11) , ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

ñïðàâåäëèâûå äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé . Èìåÿ ýòî, íà îñíîâàíèè
ðàññóæäåíèé ïàðàãðàôà 3.2 ( ñì. ( 3.2.13)–(3.2.15) ) , ïîëó÷àåì ãðàíèöû ñïåêòðà ìàòðèöû

, à èìåííî:

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ( 3.2.16) , èç (3.4.12) ñëåäóåò îöåíêà ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè:

Ïîñòàâèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.4.13) ïðèíèìàåò

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå? Îòâåò äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.4.4 Ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ñâîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ïðè

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ , ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà
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êîòîðîå âåðíî äëÿ âñåõ . Âûáåðåì òåïåðü âåëè÷èíû ñîãëàñíî (3.4.15) .
Â ýòîì ñëó÷àå

2

Èòàê, ïîäâîäÿ èòîã ïðåäûäóùèìðàññóæäåíèÿì, ïðèõîäèìê ñëåäóþùåìóóòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 3.4.1 Ïóñòü ïàðàìåòðû â îïðåäåëåíèè (3.4.5) ìàòðèöû âûáðàíû â

ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (3.4.15). Òîãäà

ãäå âåëè÷èíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.4.14). Ïðè ýòîì

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíà ìàòðèöà , ñïåêòðàëüíî ýêâèâàëåíòíàÿ ìàòðèöåæåñòêîñòè
êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.3.7) . Íàøà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ

â ïîñòðîåíèè ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ äëÿ ìàòðèöû , êîòîðûé áóäåò ÿâëÿòüñÿ îäíîâðåìåííî
ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåì è äëÿ ìàòðèöû .

3.5 Î äîïîëíåíèèØóðà

Ïóñòü ìàòðèöà ïîðÿäêà ïðåäñòàâëåíà â áëî÷íîì âèäå

ñ áëîêàìè ðàçìåðà , , ãäå .

Îïðåäåëåíèå 3.5.1 Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî , ìàòðèöà

íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì Øóðà2 áëîêà . Ñõîäíûì îáðàçîì, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
, ìàòðèöà

íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì Øóðà áëîêà .

2ØóðÈññàé (1875–1941)–íåìåöêèé ìàòåìàòèê, âíåñøèé áîëüøîé âêëàä â òåîðèþìàòðèö è åå
ïðèëîæåíèÿ.
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Âíîâü îïðåäåëåííîå ïîíÿòèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü êàê â ñàìîé òåîðèè ìàòðèö, òàê è â
ðàçðàáîòêåâû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ëèíåéíîéàëãåáðû. Â êà÷åñòâåïðèìåðà ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé ñïîñîá ðåøåíèÿ íåâûðîæäåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ñ áëî÷íîé ìàòðèöåé (3.5.1) . Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â âèäå

ãäå è åñòü ïîäâåêòîðû âåêòîðîâ è ñîîòâåòñâóþùåé äëèíû. Ôàêòè÷åñêè, ìû
èìååì ñèñòåìó äâóõ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ óðàâíåíèé

Ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòðèöà íåâûðîæäåííàÿ, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íàõîäèì
âûðàæåíèå âåêòîðà ÷åðåç âåêòîð , òî åñòü

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîâûðàæåíèåâ ïåðâîåóðàâíåíèåñèñòåìû (3.5.5) , ïîñëåäîâàòåëüíîïîëó÷àåì

Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ïðîöåäóðå ðåøåíèÿ áëî÷íîé ñèñòåìû (3.5.4) .

ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ block system

âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð

ðåøàåòñÿ ñèñòåìà

âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð

ÊÎÍÅÖ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ

Òàêîéïîäõîä êðåøåíèþñèñòåìû(3.5.4) èìååò ñìûñë ïðèìåíÿòü â òîìñëó÷àå, åñëèìû
ìîæåì ýôôåêòèâíî ðåøàòü ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè è . Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåííûõ
ñëó÷àÿõ ýòîãî óäàåòñÿ äîñòèãíóòü. Â ýòîì ìû óáåäèìñÿ íèæå.
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Ïðè íàëè÷èè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé äîïîëíåíèå Øóðà âèäà (3.5.3) òàêæå ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.5.4) .

Óñòàíîâèìíåêîòîðûåñâîéñòâà äîïîëíåíèÿØóðà. Èçëîæåíèåáóäåìâåñòèîòíîñèòåëüíî
äîïîëíåíèÿ ; âñå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ëåãêî ïåðåíåñåíû ïî àíàëîãèè íà ñëó÷àé
äîïîëíåíèÿ .

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà –ñèììåòðè÷íàÿ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (3.5.1) ýòîé ìàòðèöû , è .

Ëåììà 3.5.1 Åñëè ìàòðèöà – ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ (ïîëîæèòåëüíî ïîëó-

îïðåäåëåííàÿ), òî áëîêè è òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè

(ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûìè) ìàòðèöàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå íåíóëåâûå âåêòîðû è äëèíû è ,
ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì âåêòîðû

è

äëèíû . Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåãêî ïîëó÷àåìûõ ðàâåíñòâ

è 2

Ïóñòü ìàòðèöà –ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
äëèíû , ðàçáèòûé íà ïîäâåêòîðû è äëèíû è , ñîîòâåòñòâåííî:

Ëåììà 3.5.2 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ãäå

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü áëî÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ìàòðèöû è âåêòîðà , èìååì

Èç óñëîâèÿ (3.5.7) , çàïèñàííîãî â âèäå ðàâåíñòâà
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ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû ñëåäóåò, ÷òî

Òîãäà

Äàëåå, òàê êàê , òî

2

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ëåìì 3.5.1 è 3.5.2.

Ñëåäñòâèå 3.5.1 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîïîëíåíèåØóðà íàñëåäóåò âàæíîå ñâîéñòâî ìàòðèöû.

Òåîðåìà 3.5.1 Åñëè ìàòðèöà – ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, òî äîïîëíåíèå

Øóðà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû ñëåäóåò èç åå îïðåäåëåíèÿ (3.5.2) . Äàëåå,
âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð è îïðåäåëèì âåêòîð èç óñëîâèÿ

òî åñòü ïîëîæèì

Òåì ñàìûì, ïîëó÷èì íåíóëåâîé âåêòîð

Ïî îïðåäåëåíèþ , ãäå –âåêòîð èç (3.5.7) . Òîãäà , è èç ðàâåíñòâà
(3.5.6) ïîëó÷èì, ÷òî

2

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ñèììåòðè÷íûåïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííûåìàòðèöû è ïîðÿäêà
ñî ñëåäóþùåé áëî÷íîé ñòðóêòóðîé:

ôàêòè÷åñêè, ýòè ìàòðèöû îòëè÷àþòñÿ ëèøü îäíèì äèàãîíàëüíûì áëîêîì.
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Ëåììà 3.5.3 ×èñëî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îáîáùåííîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåêòîð

ãäå –íåêîòîðûé íåíóëåâîé âåêòîð äëèíû . Òîãäà, â ñèëó áëî÷íîãî âèäà ( 3.5.9)
ìàòðèö,

Òåì ñàìûì . 2

Òåîðåìà 3.5.2 Ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ äîïîëíè-

òåëüíûì óñëîâèåì

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè îáîáùåííîé çàäà÷è

ãäå è åñòü äîïîëíåíèÿ Øóðà áëîêà â ìàòðèöàõ è , ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè –ðåøåíèå çàäà÷è (3.5.11) , òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð

òàêîé, ÷òî

Òàê êàê , òî èç (3.5.14) ñëåäóåò, ÷òî

ßñíî, ÷òî ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå , à òàê êàê ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ (ëåììà 3.5.1) , ìû ïîëó÷èëè áû, ÷òî è . Òîãäà

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ( 3.5.13) , ïîëó÷èì

èëè

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. 2

Èìåÿ ëåììó 3.5.3 è òåîðåìó 3.5.2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
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Ñëåäñòâèå 3.5.2 Åñëèñîáñòâåííûå÷èñëà çàäà÷è(3.5.12) ïðèíàäëåæàò îòðåçêó , ãäå
, òîñîáñòâåííûå÷èñëà çàäà÷è (3.5.10) ïðèíàäëåæàò îòðåçêó , ãäå ,

.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà óêàæåì îäèí èç ïóòåé ïîñòðîåíèÿ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåé,
îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè äîïîëíåíèÿ Øóðà.

Çàïèøåì ñèììåòðè÷íóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó , èìåþùóþ áëî÷íóþ
ñòðóêòóðó (3.5.1) , â âèäå

ãäå –äîïîëíåíèå Øóðà, îïðåäåëåííîå â (3.5.2) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà
ëåãêî îáðàòèìà; íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü äèàãîíàëüíàÿ èëè òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
Çàìåíèì äîïîëíåíèå Øóðà íà íåêîòîðóþ äðóãóþ ñèììåòðè÷íóþ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííóþìàòðèöó . Ïîëó÷èì ìàòðèöó

êîòîðóþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ äëÿ ìàòðèöû . Ïðè ýòîì
åñòü íå ÷òî èíîå, êàê äîïîëíåíèå Øóðà áëîêà â ìàòðèöå . Ïîñòðîåííàÿ íàìè

ìàòðèöà –ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Ñèììåòðè÷íîñòü î÷åâèäíà, à
ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà ( 3.5.8) , ïðèìåíåííîãî ê ìàòðèöå
, òî åñòü íåðàâåíñòâà

Âûáîð ìàòðèöû â áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (3.5.16) ìàòðèöû îáóñëîâëåí
õàðàêòåðîì, ñâîéñòâàìè è ñòðóêòóðîé èñõîäíîé ìàòðèöû . Ýòî íå òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à.
Çäåñü ìû óêàæåì ïîêà äâà îñíîâíûõ òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ìàòðèöå .

Âî-ïåðâûõ, ìàòðèöà äîëæíà áûòü ëåãêî îáðàòèìîé. Èíûìè ñëîâàìè, ðåøåíèå
ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé íå äîëæíî âûçûâàòü çàòðóäíåíèé. Ýòî ñóùåñòâåííî, òàê êàê
ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé âûøå âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðå block system ðåøåíèå
ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé .

Âî-âòîðûõ, ìàòðèöà äîëæíà õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàòü äîïîëíåíèå Øóðà
â òîì ñìûñëå, ÷òî äèàïàçîí ñïåêòðà ìàòðèöû äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî óçêèì.
Ïóñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ëåæàò â ïðîìåæóòêå . Òîãäà, ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ3.5.2, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû áóäóò ïðèíàäëåæàòü îòðåçêó , ãäå

, ; â ðåçóëüòàòå (ñì. (3.2.16) ) .
Â ïîñëåäóþùèõïàðàãðàôàõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåéíàìèáóäåò ïðèìåíåí

ñõîäíûé ïî ñóùåñòâó, îäíàêî íåñêîëüêî îòëè÷àþùèéñÿ ïî ðåàëèçàöèè ñàìîé èäåè ïîäõîä.
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3.6 Äâóõñåòî÷íûå ïåðåîáóñëàâëèâàòåëè

Ðàññìîòðèì -ûé óðîâåíü èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè, ãäå . Äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà
, îïðåäåëèì ìàòðèöó ïîðÿäêà ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ

ãäå , . Äàëåå, âûáðàâ ïàðàìåòðû
ïî ôîðìóëàì (3.4.15) , ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè àíñàìáëèðîâàíèÿ ïîñòðîèì ìàòðèöó

ïîðÿäêà . Ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé , ñïåêòðàëüíî
ýêâèâàëåíòíîé ìàòðèöå æåñòêîñòè êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé
(3.3.7) . Ýòî íåòðóäíî çàìåòèòü, ñðàâíèâàÿ (3.4.4) ,( 3.4.5) ñ (3.6.1) ,( 3.6.2) .

Òàêèì îáðàçîì, íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èåðàðõè÷åñêèõ ñåòîê , íàìè
îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö êîíå÷íîýëåìåíòíîãî òèïà

Äëÿ çíà÷åíèé , â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì íóìåðàöèè óçëîâ ìíîæåñòâà ,
ïðèíÿòîì â ïàðàãðàôå 3.3, ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â áëî÷íîì âèäå

ñ -áëîêàìè , . Ïðè ýòîì áëîê –äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà (ýòî

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ñåòêå óçëû ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè) .
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (3.6.1) , ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöû
, ìîæíî çàïèñàòü â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê ñëåäñòâèþ 3.1.1, à

èìåííî, ê ðàâåíñòâó (3.1.16) . Ñîãëàñíî ýòîìó ðàâåíñòâó,

ãäå áèëèíåéíàÿ ôîðìà ïî ñóùåñòâó îïðåäåëåíà íàìè â (3.1.17) . Òî÷íåå,

ãäå ( ) åñòü çíà÷åíèÿ ëèíåéíûõ íà òðåóãîëüíèêå ôóíêöèé ,
ñîîòâåòñòâåííî, â âåðøèíàõ –êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 3.6.1 ( çäåñü ðàäè óäîáñòâà ìû
èñïîëüçóåì ëîêàëüíóþ íóìåðàöèþ âåðøèí òðåóãîëüíèêà) .
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Ðèñ. 3.6.1. Îòîáðàæåíèå ýëåìåíòà íà ýëåìåíò .

Ïðîäîëæèì âûêëàäêè. Ïóñòü åñòü ïðîîáðàç ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíîãî
ýëåìåíòà ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè (Ðèñ. 3.6.1) . Äëÿ òðåóãîëüíèêà , ïî
àíàëîãèè ñ ( 3.6.6) , ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

ãäå ( ) åñòü óæå çíà÷åíèÿ ëèíåéíûõ íà òðåóãîëüíèêå ôóíêöèé
â ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàõ. Èç ( 3.6.6) è ( 3.6.7) î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî

Òåì ñàìûì, ìû ìîæåì çàïèñàòü ðàâåíñòâî ( 3.6.5) â ñëåäóþùåì âèäå:

Òàêèì îáðàçîì, êàê ñëåäóåò èç (3.6.1) , ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

ãäå , .
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé òðåóãîëüíûé ýëåìåíò , ãäå . Íà ñëåäóþùåì

óðîâíå èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè îí ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòà (Ðèñ. 3.6.2) .
Â ðåçóëüòàòå íà -îì óðîâíå ýëåìåíò ïðåâðàùàåòñÿ â ñóïåðýëåìåíò . Äëÿ çíà÷åíèé

ïóñòü:
–ìíîæåñòâî ñóïåðýëåìåíòîâ -ãî óðîâíÿ;
–ñóæåíèå ìíîæåñòâà íà òðåóãîëüíèê , òî åñòü .



118 Ãëàâà 3. Ïåðåîáóñëàâëèâàíèå êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ñèñòåì

¡
¡

¡
¡

¡
¡

P P P P P P P PP B
B
B
B
B
B
B
B
B

¡
¡

¡
¡

¡
¡

P P P P P P P PP B
B
B
B
B
B
B
B
B

B
B
B
BB

P P P PP

¡
¡
¡

-

Ðèñ. 3.6.2. Ýëåìåíò è ñîîòâåòñòâóþùèé ñóïåðýëåìåíò .

Ñêàæäûì ñóïåðýëåìåíòîì áóäåì àññîöèèðîâàòü áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

ãäå è , åñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé è , ñîîòâåòñòâåííî, â óçëàõ
ñóïåðýëåìåíòà ( ñì. ëîêàëüíóþ íóìåðàöèþ óçëîâ ñóïåðýëåìåíòà íà Ðèñ. 3.6.2) .

Ïóñòü . Îñóùåñòâèì â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (3.6.8) ãðóïïèðîâêó
ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà â ñóïåðýëåìåíòû ìíîæåñòâà . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî
ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

ãäå åñòü òðåóãîëüíûé ýëåìåíò, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû ñòîðîí
ñóïåðýëåìåíòà (Ðèñ. 3.6.2) .

Îïðåäåëèì ìàòðèöó ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

ãäå , . Çàòåì, äëÿ çíà÷åíèé
ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè àíñàìáëèðîâàíèÿ ïîñòðîèì ìàòðèöû

ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè , ÷òî è â (3.6.2) . Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.6.10) è (3.6.11) ,
âèäèì, ÷òîâ êàæäîìñóïåðýëåìåíòå áûë èñêëþ÷åíôóíêöèîíàë, ñâÿçàííûéñâíóòðåííèì
òðåóãîëüíûì ýëåìåíòîì . Áëàãîäàðÿ ýòîìó â áëî÷íîì ïðåñòàâëåíèè
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ìàòðèöû íèæíèé ïðàâûé áëîê –äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà; îñòàëüíûå áëîêè ,
è òå æå, ÷òî è â áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (3.6.4) ìàòðèöû .
Ìàòðèöó áóäåìðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâåïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ äëÿ ìàòðèöû .

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþïîñòðîåííûõ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåé. Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì
è äîêàæåì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.6.1 Ïóñòü ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

è . Åñëè óçåë ñåòêè íå ÿâëÿåòñÿ óçëîì ñåòêè , òî

ãäå è – ñîñåäíèå ñ óçëîì óçëû ñåòêè , ÿâëÿþùèåñÿ îäíîâðåìåííî óçëàìè

ñåòêè .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óçåë , â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ñòîðîíû íåêîòîðîãî
ñóïåðýëåìåíòà èçìíîæåñòâà . Òî÷íåå, òàêèõ ñóïåðýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ëèáî äâà (åñëè
óçåë ëåæèò âíóòðè îáëàñòè ) , ëèáî îí îäèí (åñëè óçåë ëåæèò íà ãðàíèöå îáëàñòè
) . Ðàññìîòðèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïåðâûé ñëó÷àé (âòîðîé ñëó÷àé áîëåå ïðîñòîé) . Íà

Ðèñ. 3.6.3 ÷åðåç è îáîçíà÷åíû óïîìÿíóòûå ñóïåðýëåìåíòû.
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Ðèñ. 3.6.3. Ñóïåðýëåìåíòû è .

Âûáåðåì ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì åå ðàâíîé

åäèíèöå â óçëå è ðàâíîé íóëþ â îñòàëüíûõ óçëàõ ìíîæåñòâà . Çàòåì
îïðåäåëèì ñåòî÷íóþôóíêöèþ
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Ïóñòü . Ñó÷åòîì (3.6.14) èìååì

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì (3.1.10) îïåðàöèè àíñàìáëèðîâàíèÿ, çàïèøåì ðàâåíñòâî

ãäå , . Îòñþäà, â ñèëó âûáîðà ñåòî÷íîé
ôóíêöèè , ïîëó÷èì

Ñîïîñòàâëÿÿ (3.6.16) è ( 3.6.17) , ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

îòêóäà è ñëåäóåò (3.6.15) . 2

Ðàññìîòðèì äîïîëíåíèåØóðà

áëîêà â áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (3.6.13) ìàòðèöû .

Òåîðåìà 3.6.1 Äëÿ çíà÷åíèé ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ñåòî÷íûå ôóíêöèè . Ïóñòü

ãäå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ (3.6.14) . Â ñèëó âûáîðà ôóíêöèé è âåðíî
ðàâåíñòâî
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Ñó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (3.6.11) èìååì ðàâåíñòâî

ãäå , . Ïîëüçóÿñü óòâåðæäåíèåì ëåììû 3.6.1,
ñ ïîìîùüþíåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì, ÷òî

ãäå åñòü òðåóãîëüíûé ýëåìåíò -ãî óðîâíÿ, êîòîðûé íà ñëåäóþùåì óðîâíå
èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè ïåðåõîäèò â ñóïåðýëåìåíò ; ïðè ýòîì ,

. Òàêèì îáðàçîì,

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì (3.6.8) ) . Èç (3.6.20) è (3.6.21) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé . Òåì ñàìûì
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (3.6.19) . 2

Èìåÿ â âèäó ðàâåíñòâî (3.6.19) , ìàòðèöó íàçîâåì äâóõñåòî÷íûì ïåðåîáóñëàâ-

ëèâàòåëåì äëÿ ìàòðèöû . Äëÿ çíà÷åíèé áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
(3.6.13) ìàòðèöû ìîæíî òåïåðü çàïèñàòü â âèäå

Îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåäåííîé â ïàðàãðàôå 3.5 âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðå block
system , äàäèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé

ãäå
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ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ TG/PREC

âû÷èñëÿåòñÿ ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

ðåøàåòñÿ ñèñòåìà

âû÷èñëÿåòñÿ ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

ÊÎÍÅÖ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé , èìåþùåé ïîðÿäîê , â èòîãå
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé ïîðÿäêà . Ïðè ýòîì íàïîìíèì, ÷òî
ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âîïðîñó îá óñòàíîâëåíèè ãðàíèö ñïåêòðà ìàòðèöû .
Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç è , ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå èç ñîáñòâåííûõ
÷èñåë çàäà÷è (3.6.23) .

Äëÿ âñåõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Îíî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ñîîòíîøåíèé (3.6.10) è ( 3.6.11) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è (3.6.23) íå ìåíüøå åäèíèöû. Êðîìå òîãî, èç ëåììû 3.5.3
ñëåäóåò, ÷òî –ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Ïîëó÷àåì, ÷òî

Îöåíèì òåïåðü . Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì òåõíèêó ïåðåõîäà íà ñóïåðýëåìåíòíûé
óðîâåíü. Ïóñòü è . Äëÿ êàæäîãî ñóïåð-
ýëåìåíòà îïðåäåëèì ìàòðèöû è ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

è

ãäå , . Èç (3.6.2) è (3.6.10) ñëåäóåò, ÷òî
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à èç ( 3.6.11) è (3.6.12) ïîëó÷àåì

Èìååì ðàâåíñòâî

(ñì. (3.2.13) ,( 3.2.14) ) , ãäå åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåíóëåâàÿ ñîáñòâåííàÿ ñåòî÷íàÿ
ôóíêöèÿ. Ñîãëàñíî (3.6.27) è (3.6.28) , ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ãäå . Ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ ñóïåðýëåìåíòîâ
( ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé (3.6.25) è (3.6.26) ýòèõ ìàòðèö) . Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ

ëåììó 3.4.3, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

Ïóñòü ìàêñèìóì â ïðàâîé÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì ñóïåðýëåìåíòå
. Òîãäà, äëÿ ýòîãî ñóïåðýëåìåíòà

Î÷åâèäíî, ÷òî âûðàæåíèå

ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà âñåõ ”âíóòðåííèõ” ñóïåðýëåìåíòàõ , òî
åñòü íà òåõ ñóïåðýëåìåíòàõ, âñå óçëû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè óçëàìè ñåòêè .
Áîëåå òîãî, íà ”ãðàíè÷íûõ” ñóïåðýëåìåíòàõ âûðàæåíèå (3.6.30) ïðèíèìàåò çàâåäîìî íå
áîëüøåå çíà÷åíèå, ÷åì íà ”âíóòðåííèõ”. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñäåëàííîå
çàìå÷àíèå, è, èñõîäÿ èç íåðàâåíñòâà (3.6.29) , ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî

ãäå åñòü íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî çàäà÷è

äëÿ íåêîòîðîãî ”âíóòðåííåãî” ñóïåðýëåìåíòà.
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Ïðîâåäåì ðàçáèåíèå ìàòðèö è íà áëîêè â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì ïðàâèëîì
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà óçëîâ íà äâà ïîäìíîæåñòâà –âåðøèíû ñóïåðýëåìåíòîâ è ñåðåäèíû
èõ ñòîðîí:

Òàê êàê íàñ èíòåðåñóþò ñîáñòâåííûå ÷èñëà , òî íåòðóäíî ïîêàçàòü ( ñì. â ñâÿçè ñ ýòèì
òåîðåìó 3.5.2) , ÷òî çàäà÷à ( 3.6.32) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ãäå è åñòü äîïîëíåíèÿ Øóðà â ìàòðèöàõ è , ñîîòâåòñòâåííî:

Èìåÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.6.25) è ( 3.6.26) , çàïèøåì ìàòðèöû è ñîãëàñíî íóìåðàöèè
óçëîâ ñóïåðýëåìåíòà, äàííîé íà Ðèñ. 3.6.2 :

2 0 0 0 -1 -1
0 2 0 -1 0 -1
0 0 2 -1 -1 0
0 -1 -1 6 -2 -2
-1 0 -1 -2 6 -2
-1 -1 0 -2 -2 6

2 0 0 0 -1 -1
0 2 0 -1 0 -1
0 0 2 -1 -1 0
0 -1 -1 2 0 0
-1 0 -1 0 2 0
-1 -1 0 0 0 2

Ìàòðèöû ðàçáèòû íà áëîêè ñîãëàñíî (3.6.33) . Ïî ôîðìóëàì (3.6.35) íàõîäèì:

Îòñþäà äåëàåì çàêëþ÷åíèå, ÷òî åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì çàäà÷è (3.6.34)
ÿâëÿåòñÿ . Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî çàäà÷è (3.6.32) åñòü

, è èç ( 3.6.31) ïîëó÷àåì, ÷òî

Èòàê, íàìè îöåíåíû íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è (3.6.23) .
Ýòîîöåíêè (3.6.24) è (3.6.36) . Ïîäâîäÿ èòîã âûøåèçëîæåííîìó, ïðèõîäèìê ñëåäóþùåìó
ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 3.6.2 Äëÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó , òî åñòü

è, òåì ñàìûì,



3.7 Î ÷åáûøåâñêîì èòåðàöèîííîì ìåòîäå 125

Íà îñíîâå äâóõñåòî÷íûõ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåé íèæå íàìè áóäåò ïîñòðîåí ìíîãîñå-
òî÷íûé ïåðåîáóñëàâëèâàòåëü. Ïîëó÷àåòñÿ îí ïóòåì çàìåíû íà êàæäîì óðîâíå èçìåëü-
÷åíèÿ ñåòêè äîïîëíåíèÿ Øóðà â áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (3.6.22) äâóõñåòî÷íîãî ïåðåîáóñ-
ëàâëèâàòåëÿ íà ðåêóðñèâíî çàäàâàåìûå ìàòðèöû, ïðè îïðåäåëåíèè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ
èòåðàöèè ÷åáûøåâñêîãî òèïà.

3.7 Î ÷åáûøåâñêîì èòåðàöèîííîì ìåòîäå

Ýòîò ïàðàãðàô íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Çäåñü ìû êðàòêî îïèøåì ÷åáûøåâ-
ñêèé èòåðàöèîííûé ìåòîä ñ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåì è ïðèâåäåì íåêîòîðûå ôîðìóëû è
ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè ìíîãîñåòî÷íîãî ïåðåîáóñ-
ëàâëèâàòåëÿ äëÿ ìàòðèöûæåñòêîñòèêîíå÷íîýëåìåíòíîé ñèñòåìû (3.3.7) . Áîëååïîäðîáíîå
èçëîæåíèå ýòîãî ìåòîäà ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [25, 33].

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ïîðÿäêà ñ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé . ×åáûøåâñêèé

èòåðàöèîííûé ìåòîä äëÿ ýòîé ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Äàäèì íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ. Ïåðåîáóñëàâëèâàòåëü òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé. ×èñëî èòåðàöèé â (3.7.2) îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì
÷èñëîì . Èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ïðèíàäëåæàò îòðåçêó , ãäå , òî åñòü

Ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

ãäå

åñòü êîðíèìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà ñòåïåíè . Íàïîìíèì, ÷òî ýòèìíîãî÷ëåíû
çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðè ýòîì äëÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíû äîïóñêàþò è äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå:
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Ââåäåì âåêòîðíóþ íîðìó

Íà -îì øàãå èòåðàöèé (3.7.2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè

ãäå

Äîêàçàíî, ÷òî

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.7.1) ñ òî÷íîñòüþ , òî åñòü

÷èñëî èòåðàöèé â ìåòîäå ( 3.7.2) –ñîãëàñíî îöåíêå (3.7.6) –îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
. Ïóòåì íåñëîæíûõ âûêëàäîê ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóåò âûáðàòü êàê

(â ñâÿçè ñ ýòèì ñì. ( 3.2.16) è (3.2.17) ) . Ïðè ýòîì èç (3.7.3) è ( 3.7.7) ñëåäóåò, ÷òî

Îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåäåííûõ âûøå ñâåäåíèÿõ î ÷åáûøåâñêîì èòåðàöèîííîì ìåòîäå,
ïåðåéäåì ê âûâîäó íåîáõîäèìûõ íàì â äàëüíåéøåì ôîðìóë. Èç (3.7.2) èìååì ðåêóð-
ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå

ãäå –åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Îòñþäà ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:

è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå, ïðîäåëàâ øàãîâ, ïîëó÷èì

Åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü , òî
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Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé äåëàåì âûâîä, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû

ñ ìàòðèöåé ðàâíîñèëüíî îñóùåñòâëåíèþ øàãîâ ÷åáûøåâñêîãî ìåòîäà ( 3.7.2) ñ
íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì . Îïðåäåëåííàÿ â ( 3.7.10) ìàòðèöà áóäåò ñóùåñòâåííî
èñïîëüçîâàíà ïðè ïîñòðîåíèè ìíîãîñåòî÷íîãî ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà óñòàíîâèì ãðàíèöû ñïåêòðà ìàòðèöû . Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì (3.7.10) ìàòðèöû , çàïèøåì ýòó çàäà÷ó â âèäå

èëè

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè çàäà÷è (3.7.12) ÿâëÿþòñÿ , ãäå –
ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è

Ýòè ÷èñëà ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ:

ãäå åñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû . Òàêèì îáðàçîì,
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Èìåÿ âûðàæåíèå (3.7.8) äëÿ âåëè÷èíû , â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (3.7.3) âûâîäèì:

Îêîí÷àòåëüíî, èç ( 3.7.13) è (3.7.14) ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî , òî åñòü

Ðàñïîëàãàÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ íàñ ñâåäåíèÿìè èç òåîðèè ÷åáûøåâñêîãî èòåðàöèîííîãî
ìåòîäà, ïåðåéäåì ê íåïîñðåäñòâåííîìó ïîñòðîåíèþ ìíîãîñåòî÷íîãî ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ.

3.8 Ìíîãîñåòî÷íûé ïåðåîáóñëàâëèâàòåëü

Â ïàðàãðàôå 3.6 ìû ïîñòðîèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.6.3) ìàòðèö êîíå÷íîýëåìåíòíîãî
òèïà (3.6.2) , à èìåííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ãäå – ïîñòðîåííàÿ â ïàðàãðàôå 3.4 ìàòðèöà, ñïåêòðàëüíî ýêâèâàëåíòíàÿ ìàòðèöå
æåñòêîñòè êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé (3.3.7) . Òàì æå áûëà
ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äâóõñåòî÷íûõ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåé (3.6.12) äëÿ ìàòðèö , è ïîëó÷åíî
èõ áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå (3.6.22) .

Âûáåðåì íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî è äëÿ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíî
îïðåäåëèì ìàòðèöû

ãäå

äëÿ ,

äëÿ

(ñì. îïðåäåëåíèå (3.7.10) ìàòðèöû ) ; â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ áåðóòñÿ âåëè÷èíû
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( ñì. âûðàæåíèÿ (3.7.4) ) , ãäå

åñòü êîðíè ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà ñòåïåíè , à –êîíöû
ïðîìåæóòêà, ñîäåðæàùåãî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû .

Ìàòðèöû ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåé äëÿ ìàòðèö .
Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ (3.8.3) ýòèõ ìàòðèö, îíè ïîëó÷åíû ïóòåì çàìåíû äîïîëíåíèé
Øóðà â áëî÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ (3.6.22) äâóõñåòî÷íûõ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåé
íà ðåêóðñèâíî îïðåäåëÿåìûå ìàòðèöû (3.8.4) . Ýòà ðåêóðñèÿ èñïîëüçóåò ÷åáûøåâñêèå
èòåðàöèè íà áîëåå ãðóáîé ñåòêå ( ñì. íèæå (3.8.15) ) .

Âûâåäåì ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó âû÷èñëÿþòñÿ ãðàíèöû ñïåêòðà ìàòðèö ,
. Ïî îïðåäåëåíèþ , ÷òî ñëåäóåò èç (3.8.3) ,( 3.8.4) è ( 3.6.22) .

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (3.6.37) ,

ãäå

Ïóñòü . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Òîãäà íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 3.7 ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî

ãäå

ýòî ñëåäóåò èç (3.7.15) ,( 3.7.7) è îïðåäåëåíèÿ (3.8.4) ìàòðèöû .
Èìååì ðàâåíñòâî

Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.6.37) è (3.8.7) , íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

ãäå

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö
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Ìàòðèöó íàçîâåì ìíîãîñåòî÷íûì ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåì äëÿ ìàòðèöû èç (3.8.1) .
Îíà æå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ìíîãîñåòî÷íîãî ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ è äëÿ
ìàòðèöû êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé (3.3.7) . Ïîÿñíèì íàçâàíèå
ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ –ìíîãîñåòî÷íûé.

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè ,
. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ãäå

ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ MG/PREC

âû÷èñëÿåòñÿ ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

ðåøàåòñÿ ñèñòåìà

ïðè :
ðåøåíèå ñèñòåìû (3.8.14) ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ øàãîâ ÷åáûøåâñêîãî
èòåðàöèîííîãî ìåòîäà

ïðè :
ðåøàåòñÿ ñèñòåìà

âû÷èñëÿåòñÿ ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

ÊÎÍÅÖ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ

Äàäèì íåêîòîðûå êîììåíòàðèè ê ïðîöåäóðå. Ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè.
Ïîýòîìó âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (3.8.13) è (3.8.17) íå âûçûâàþò çàòðóäíåíèé.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîíàíóëåâîìóðîâíå, êîòîðûéñîîòâåòñòâóåò ñàìîéãðóáîéñåòêå, ñèñòåìà
ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé (3.8.16) ñ ìàòðèöåé ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïðÿìîãî
ìåòîäà ñ çàòðàòîé àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Èòàê, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ñèñòåìó ñ ìàòðèöåé , ñëåäóåò ðåøèòü íà áîëåå
ãðóáîé ñåòêå ñèñòåì ñ ìàòðèöåé . Â ñâîþ î÷åðåäü, êàæäàÿ èç ñèñòåì ñ ìàòðèöåé
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ñâîäèòñÿ êðåøåíèþ ñèñòåìñìàòðèöåé èò.ä. Èíà÷åãîâîðÿ, ìíîãîñåòî÷íûé
ïåðåîáóñëàâëèâàòåëü ñòðîèòñÿ ðåêóðñèâíî–îò îäíîãîóðîâíÿ ê äðóãîìó, âïëîòü äîñàìîé
ãðóáîé ñåòêè, ãäå ñèñòåìà ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïðÿìîãî
ìåòîäà (îáû÷íî ýòà ñèñòåìà èìååò íåáîëüøîé ïîðÿäîê) .

Íà Ðèñ. 3.8.1 äàíà ãðàôè÷åñêàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ñ
ìàòðèöåé –ñîãëàñíî âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðå MG/PREC .
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Ðèñ. 3.8.1. Ñõåìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ âàæíîãî âîïðîñà î âûáîðå ÷èñëà ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé íà
ïðîìåæóòî÷íûõ óðîâíÿõ èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè. Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû

(ïî ñóùåñòâó, ìû óæå ââåëè èõ â (3.8.8) ) . Ýòè âåëè÷èíû, ñîãëàñíî (3.8.9) , ÿâëÿþòñÿ
âåðõíèìè îöåíêàìè ÷èñåë îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö , òî åñòü

Êàê ñëåäóåò èç ( 3.8.6) è (3.8.10) ,

Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè èç (3.8.8) , ïîëó÷èì

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííûå â (3.8.18) âåëè÷èíû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþðåêóð-
ðåíòíîé ïðîöåäóðû
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Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ âåëè÷èí ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

ãäå åñòü ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ëåììà 3.8.1 Åñëè , òî óðàâíåíèå (3.8.21) èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå

ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàÿ ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ , ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé
. Â ðåçóëüòàòå îò óðàâíåíèÿ (3.8.21) ìû ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ

ãäå

Êàê âèäíîèçâûðàæåíèÿ äëÿ ýòîéôóíêöèè, , . Ïðåæäåâñåãî çàìåòèì,
÷òî äëÿ çíà÷åíèé âåðíî íåðàâåíñòâî

è, òåì ñàìûì, . Ïîýòîìó ïîëîæèòåëüíûåðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.8.22) íàì ñëåäóåò
èñêàòü â èíòåðâàëå .

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþôóíêöèè , ïîëó÷èì

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè , ïðè÷åì è . Äàëåå,
âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

Êàê âèäèì, ïðè .
Ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ òàêîâû. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Î÷åâèäíî, ÷òî è . Äëÿ ïðîèçâîäíîé ýòîé
ôóíêöèè è . Òàê êàê , òî ôóíêöèÿ

â èíòåðâàëå ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
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òî÷êà –òàêàÿ, ÷òî . Ïðè ýòîì äëÿ è ,
åñëè . Òî åñòü â èíòåðâàëå ôóíêöèÿ ìîíîòîííî óáûâàåò, à â èíòåðâàëå

–ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Äàëåå, òàê êàê , ãäå , òî
. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà –òàêàÿ,

÷òî , òî åñòü . Òàêèì îáðàçîì, åñëè , òî óðàâíåíèå (3.8.22)
èìååò åäèíñòâåííîåïîëîæèòåëüíîåðåøåíèå , çàêëþ÷åííîåâ èíòåðâàëå . Òåìñàìûì
óðàâíåíèå (3.8.21) èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå . 2

Âîçâðàòèìñÿ ê ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðå (3.8.20) . Ïóñòü

Ñîãëàñíî ïðîâåäåííîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.8.1 çàìåíå ïåðåìåííîé, ýòè âåëè÷èíû
ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

Íèæå, â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè, ïðèâåäåí ãðàôèê ôóíêöèè ïðè óñëîâèè, ÷òî .

-
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Ðèñ. 3.8.2. Èëëþñòðàöèÿ ê ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðå (3.8.23) .

Äîêàæåì, ÷òî

Íà îòðåçêå ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó . Äåéñòâèòåëüíî, òàê
êàê ( ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.8.1) , òî

Äàëåå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî èíäóêöèè. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî . Òîãäà

òî åñòü .
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííî óáûâàåò, òî åñòü

Ïðîñìîòðåâ äîêàçàòåëüñòâîëåììû3.8.1, ïðèõîäèìê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ïðè .
Òîãäà

Ïîëó÷èëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåëè÷èí ìîíîòîííî óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó
(ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå ) âåëè÷èíîé , òî åñòü

Ïåðåõîäÿ ê âåëè÷èíàì , ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì (3.8.20) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé è îãðàíè÷åííîé ñâåðõó (ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå

óðîâíåé èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè) âåëè÷èíîé –åäèíñòâåííûì ïîëîæèòåëüíûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (3.8.21) . Èìåÿ íåðàâåíñòâà (3.8.19) , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 3.8.1 Åñëè , òî

ãäå – åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.8.21).

Èòàê, ÷èñëî ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé íà ïðîìåæóòî÷íûõ óðîâíÿõ èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè
íàäî áðàòü èñõîäÿ èç óñëîâèÿ . Íàèìåíüøèì öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì,
óäîâëåòâîðÿþùèì ýòîìó óñëîâèþ, ÿâëÿåòñÿ . Íà ýòîì ìû è îñòàíîâèìñÿ. Íèæå áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé âûáîð ÷èñëà –íàèëó÷øèé, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè îáúåìà
âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Ïðè óðàâíåíèå (3.8.21) ïðèíèìàåò âèä

Åãî åäèíñòâåííûì ïîëîæèòåëüíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ . Êàê ñëåäñòâèå
òåîðåìû 3.8.1, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.8.2 Åñëè , òî
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Íàêîíåö, äàäèì îöåíêó ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòèìàòðèöû êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñèñòåìû
ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé (3.3.7) –ïî îòíîøåíèþ ê ìíîãîñåòî÷íîìó ïåðåîáóñëàâëèâàòåëþ .
Èç ðàâåíñòâà

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

×èñëà îáóñëîâëåííîñòè, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà, ó íàñ óæå îöåíåíû.
Ýòî îöåíêè (3.8.24) è ( 3.4.16) . Òåì ñàìûì ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 3.8.3 Åñëè , òî

ãäå è – ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå èç îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè (3.4.11).

Çàìå÷àíèå 3.8.1 Ïîñòðîåíèå ìíîãîñåòî÷íîãî ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ áûëî îñóùåñòâëåíî
àëãåáðàè÷åñêèì ïóòåì, êîòîðûé íå èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ãåîìåòðè÷åñêîãî àíàëîãà â
ñìûñëå îòîáðàæåíèÿ èñõîäíîé îáëàñòè íà îáëàñòü, ñîñòàâëåííóþ èç ðàâíîñòîðîííèõ
òðåóãîëüíèêîâ. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå òðåóãîëüíèêè â îäèí è òîò æå
åäèíè÷íûé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê , îñóùåñòâëÿþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
Ïîýòîìó íå èìååò çíà÷åíèÿ êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ , èìåþùèõ îáùåé âåðøèíîé
îäíó è òó æå òî÷êó ïëîñêîñòè.

Çàìå÷àíèå 3.8.2 Åñëè ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ , òî îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü â îñóùåñòâëåíèè ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé íà åäèíè÷íûé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê. Â ýòîì ñëó÷àå, ôàêòè÷åñêè,

. Â èòîãå îöåíêà ( 3.8.25) ïðèíèìàåò âèä

Â çàêëþ÷åíèå äàäèì îöåíêó ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, çàòðà÷èâàåìûõ íà
âûïîëíåíèå îäíîãî øàãà ïåðåîáóñëàâëèâàíèÿ. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

–÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.8.12) ñ
ìàòðèöåé ;

–÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.8.16) ñ
ìàòðèöåé ; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî .

×òîáû èçëèøíå íå çàãðîìîæäàòü àíàëèç, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî –îáùåå ÷èñëî óçëîâ
ñåòêè . Â ðàáîòå [38] óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ÷èñëîì óçëîâ íà äâóõ ñîñåäíèõ
óðîâíÿõ:
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Ïóòåì ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé âûâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ, îãðàíè÷èâàþùèå ñâåðõó ââåäåííûå
âûøå ñëîæíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè:

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâûì èç íåðàâåíñòâ ( 3.8.26) , òî ïîëó÷èì:

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

à òàê êàê , òî

Èç ýòîé îöåíêè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåâîå èç íåðàâåíñòâ (3.8.26) , íàõîäèì, ÷òî

Â ïîñòðîåííîì íàìè ìíîãîñåòî÷íîì ïåðåîáóñëàâëèâàòåëå ìû âûáðàëè . Òîãäà

à òàê êàê î÷åâèäíî , òî

Íàêîíåö, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî , ïîëó÷èì îöåíêó

÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, çàòðà÷èâàåìûõ íà îäèí øàã ïåðåîáóñëàâëèâàíèÿ, ãäå
åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò øàãà ñàìîé ìåëêîé ñåòêè.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì îöåíîê (3.8.25) è ( 3.8.29) ìíîãîñåòî÷íûé ïåðåîáóñëàâ-
ëèâàòåëü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïòèìàëüíûé –â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî
â ïàðàãðàôå 3.2 .

Çàìå÷àíèå 3.8.3 Åñëè â ìíîãîñåòî÷íîì ïåðåîáóñëàâëèâàòåëå ïîëîæèòü , òî îöåíêà
(3.8.24) ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè óëó÷øèòñÿ:

Ñîîòâåòñòâåííî óëó÷øèòñÿ è îöåíêà (3.8.25) . Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî (3.8.27) ,

÷òî õóæå, ÷åì â (3.8.28) .
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