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ОБ ОТСУТСТВИИ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ 
НЕЛИНЕЙНЫХ БЕСКОНЕЧНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ С МАТРИЦАМИ ТИПА ТЕПЛИЦА 

А.Р. Акопян 
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alexander.hakobyan@gmail.com 

АННОТАЦИЯ 

Данная статья посвящена исследованию одной системы 
бесконечных алгебраических уравнений с монотонной нели-
нейностью. Система таких уравнений имеет приложения в 
дискретных задачах теории p-адических струн и математи-
ческой биологии. Доказывается отсутствие знакосохраненно-
го решения для этой системы в классе ограниченных после-
довательностей. В конце приводятся конкретные примеры 
прикладного характера. 

Ключевые слова: нелинейность, бесконечная система, 
выпуклость, монотонность, последовательность. 

1. Введение

В настоящей статье исследуется следующий класс нелинейных бес-

конечных систем алгебраических уравнений на ℤ ∶= {0, ±1, ±2, … }: 
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                  ( ) = , ∈ ℤ,                             (1) 
относительно бесконечного вектора = (… , , , , … ) , где  – 
знак транспонирования. 

В системе (1) последовательность  удовлетворяет сле-
дующим условиям: 

 а) > 0,   = ,   ∈ ℤ,   ↓  ∈ ℕ,               б) = 1, ∙ | | <  ∞.         
 

Нелинейность  обладает свойствами:             1) (− ) = − ( ), ( ) ↑  ∈ ℝ,                            2)  ( ) строго выпукла вниз на [0;+∞)  и существует число >0, такое, что ( ) =    
 
Решение системы (1) ищется в классе ограниченных 

последовательностей : ∶=  = (… , , , , … ) ∶  s ∈ ℤ | | < +∞ . 
Система (1), кроме чисто математического интереса, имеет при-

ложения в дискретных задачах динамической теории р-адических от-
крытых или открыто-замкнутых струн для скалярного поля тахионов 
(см. [1–3]). Кроме того, системы подобного характера встречаются в 
математической теории распространения эпидемических заболеваний 
в рамках дискретной модели Дикмана-Каппера (см. [4–5]). 

Вопросы существования и единственности знакопеременного ог-
раниченного решения системы (1) (и его двумерного аналога) в опре-

деленном подклассе ограниченных последовательностей:   ,= − ,   ℤ, −   ,  обсуждались в работе [6]. 
Основной целью настоящей работы является доказательство от-

сутствия нетривиального знакосохраненного ограниченного решения. 
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На самом деле мы докажем, что система (1) в классе ограниченных 
бесконечных векторов, координаты которых неотрицательны (неполо-

жительны), кроме тривиальных решений 0 и  (0 и − ), других реше-
ний не имеет. Доказательство этого факта получается с помощью двух 
вспомогательных лемм, имеющих самостоятельный интерес. 

В конце работы мы также приведем конкретные прикладные 

примеры последовательности { }  и нелинейности . 
 
2. Вспомогательные факты 
 
Следующая лемма играет важную роль в наших дальнейших рас-

суждениях. 

Лемма 1. Пусть выполняются условия а), б), 1), 2). Тогда коор-
динаты любого решения = (… , , , , … )    системы (1) удо-
влетворяют следующей двусторонней оценке: 

 − ≤ ≤ , ∈ ℤ. 
 

Доказательство. Предположим, что  
 ≔ s ∈ ℤ | | > . 

 

Из условий а), б) и 1) следует, что (| |) ≤ , откуда получаем, что 

 ( ) ≤                                                 (2) 
 
С другой стороны, принимая во внимание выпуклость и моно-

тонность функции , легко заметить, что 
( ) > 1 (см. Рис. 1). Послед-

нее утверждение противоречит неравенству (2). Таким образом, лемма 
доказана. 
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Рисунок 1. 

Вторая лемма является ключевым фактом для доказательства 
основного результата настоящей работы. 

Лемма 2. При условиях Леммы 1, если координаты решения     = (… ,  ,  ,  , … )    удовлетворяют условию  ≥ 0,  ∈ ℤ, то 

 ≥ ( ) ,  ∈  ℤ  и − ( ) ∈ , т.е. − ( ) < ∞. 
Доказательство. Так как  ≥ 0, ∈ ℤ, то в силу Леммы 1 0 ≤≤ , ∈ ℤ. Откуда в силу условия 2) получаем, что ≥ ( ), ∈ℤ. Покажем, что − ( ) ∈ .  

Сперва покажем, что ( − ( )) < ∞. 
В силу условий а), б) и 2), в силу неотрицательности последова-

тельности  и утверждения Леммы 1, следующее соотношение верно 

для произвольного ∈ ℕ: 
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0 ≤ − ( ) = −  

≤ − + +
= − + + . 

Отсюда в силу условий а) и б)  0 ≤ − ( ) ≤ − + + .   (3) 

Заметим так же, что в силу условия б) = +
 = + ( + 1) ≤ , 4)     

в силу четности последовательности   = ≤ . (5)   
В силу (4), (5) из (3), так как ≥ ≥ ( ), ∈ ℤ, получаем 0 ≤ − ( ) ≤ 2 < ∞. 
Устремив → +∞ в последнем неравенстве, имеем 
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0 ≤ − ( ) ≤ 2 < ∞. 
Аналогично доказывается, что 0 ≤ ( − ( )) ≤ 2 < ∞. 
Следовательно,   0 ≤ − ( ) ≤ 4 < ∞. (6) 

Тем самым лемма доказана. 

3. Основной результат и примеры

Основным результатом настоящей работы является следующая. 
Теорема. При условиях a), б) и 1), 2) система (1) не обладает 

неотрицательным, нетривиальным и ограниченным решением.  
Доказательство. Пусть система (1) обладает неотрицательным 

и ограниченным решением = (… , , , , … )  . 
Из условия б) имеем, что  − ( ) = ( − ) , ∈ ℤ. (7) 

Умножив обе стороны равенства (7) на  − ( ) и просумми-

ровав для всех ∈ ℤ (в силу Леммы 2, полученный ряд будет схо-

диться), получим 
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− ( ) − ( ) = − ( ) ( − ) 

  = ( − ) − ( )
= ( − ) − ( ) .    (8) 

Так как функция  выпукла вниз на 0; +∞) и ряд 

 

 сходится, то в силу неравенства Йенсена имеем, что  ( ) = ≤ ,  ∈  ℤ.       (9) 

Из соотношений (8) и (9) имеем, что: − ( ) − ( ) − ( − ) ( ) − ( ) ≤ 0,    ∈  ℤ.     (10) 
Обозначим ≔ { ∈ ℤ| 0 < <  }. Тогда неравенство (10) мож-

но переписать в следующем виде: − ( ) ( − ) − ( )− − ( ) − ( )− ( ) ∈ ≤ 0    ∈  ℤ. (11) 

Так как в силу условий 1) и 2) (см. Рис. 2)  − ( )− > ( ) − ( )− ( ) ,  ∈  ℤ, (12)
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Рисунок 2. 

получаем, что = ∅.   Следовательно, для всякого  ∈ ℤ либо  = 0, 
либо  = . Следовательно, в силу неотрицательности последова-

тельностей  и , если  ≢ , то  ≡ 0. Таким образом, теорема 

доказана. 

Замечание. Повторяя аналогичные рассуждения, можно дока-
зать, что при условиях Теоремы 1 система не может обладать непо-
ложительным нетривиальным и ограниченным решением. 

В конце рассмотрим конкретные примеры последовательности { }  и функции : ) = | | , 0 < < 1, ) = | || |! (2 − 1) , > 0, ) ( ) = ∙ + (1 − ) , 0 < ≤ 1. ) ( ) = , > 2 − нечетное число. 
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ON THE ABSENCE OF A SOLUTION TO A SYSTEM  
OF NONLINEAR INFINITE ALGEBRAIC EQUATIONS  

WITH TOEPLITZ TYPE MATRIXES 
 

A. Hakobyan 
 

Russian-Armenian (Slavonic) University 
 

ABSTRACT 
 

The work is devoted to the study of one system of infinite algebraic equations 
with monotone nonlinearity. The system of such equations has applications in discrete 
problems of p-adic string theory and mathematical biology. We prove that there is no 
sign-preserved solution for this system in the class of bounded sequences. At the end, 
concrete examples of an applied nature are given. 

Keywords: nonlinearity, infinite system, convexity, monotonicity, sequence. 



Вестник РАУ № 1, 2023, 16-2416

DOI 10.48200/1829-0450_pmn_2023_1_16     Поступила: 19.01.2023г. 
УДК 519.174.7            Сдана на рецензию: 01.02.2023г. 

Подписана к печати: 19.02.2023г. 

ON ANTIMAGIC EDGE COLORINGS OF SIMPLE 
CYCLES AND REGULAR BIPARTITE GRAPHS 

A. Manukyan, H. Mikaelyan

Yerevan State University

avetiq.manukyan1@edu.ysu.am, hamletm2000@gmail.com 

ABSTRACT 

For a given graph G and a proper edge t-coloring α defined on 
G, denote by Sum_G (v,α), the sum of colors of edges neighboring 

v, where v∈V(G). In that case, α is called an antimagic edge t-

coloring of the graph G if for every pair of distinct vertices 

v_1,v_2∈V(G), Sum_G (v_1,α)≠Sum_G (v_2,α). The set of 
graphs G, for which there exists some t, such that G admits an 
antimagic edge t-coloring, is denoted by AM. For any graph 

G∈AM, let ω_am (G) mean the least positive integer t, for which 
G admits an antimagic edge t-coloring. In this paper, we determine 
or bound the parameter ω_am (G) for simple cycles and regular 
bipartite graphs. 

Keywords: Antimagic edge-coloring, edge-coloring. 

Introduction 

Throughout the paper, all graphs are simple, finite, and undirected. 

Let ( ) and ( ) denote the sets of vertices and edges of , respectively. 

For ∈ ( ), we define ( ) as the number of neighbors of . 

A proper edge -coloring of graph  is a surjective mapping : ( ) →  1, 2, … ,  such that ( ) ≠ ( ′) for any pair of adjacent edges , ∈ ( ). Consider a proper edge coloring . We denote ( , )  =



A. Manukyan, H. Mikaelyan  17 ∑ ( )∈ ( ) . In some cases, we will use the notation ( ) instead 

of ( , ) if the graph and the coloring are evident from the context. A 

proper edge -coloring of graph , for which all the values ( ), ∈( ) are distinct, is called an antimagic edge -coloring. If graph  admits 

an antimagic edge | ( )|-coloring then  is called an antimagic graph. 
All the terms and concepts not defined in this paper can be found in 

[8, 9]. 
In 1990, Hartsfield and Ringel conjectured the following: 

Conjecture [4]. All simple connected graphs except for  are 

antimagic. 
Although the conjecture has undergone numerous researches, it is still 

an open problem for a wide range of graphs, including trees and bipartite 
graphs. 

The authors have formulated the conjecture in the terminology of 

edge labelings (assignments of edges to numbers 1, 2, … , | ( )|). This 

paper offers to consider a more generalized problem taking into account that 
edge labeling is a particular case of edge coloring. Thus, we introduce a 

class of graphs ℳ which contains graphs  for which there exists some 

integer , such that  admits an antimagic edge -coloring. Then, for any 

graph ∈ ℳ, we denote by ( ) the least positive integer , for 

which  admits an antimagic edge -coloring. 

In this paper, we consider the ( ) parameter for simple cycles 

and regular bipartite graphs and obtain some results on its lower and upper 
bounds. 

We will use the following lemma to prove our results on simple cycles 
and bipartite graphs. 

Lemma [5]: Let  be a graph in ℳ. Let for some  (1 ≤ ≤Δ( )),  is the number of vertices with degree  in . Then, ( ) ≥+ . 

Simple cycles 

 Let  be a simple cycle of  vertices ( ≥ 3). It is known that  is 

an antimagic graph and therefore belongs to ℳ([1, 2, 3, 4, 7]). 
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Theorem 1: For any integer ≥ 3, 

( ) =
+ 42 ,                  = 2 , ≥ 2, ∈ ℤ,+ 52 ,          = 4 + 1, ≥ 1, ∈ ℤ,+ 32 ,           = 4 + 3, ≥ 0, ∈ ℤ. 

Proof:  Choosing = 2 in the lemma above, we obtain ( ) ≥ + 2. If  is even, then ( ) ≥ + 2 = + 2 = . If  is 

odd, ( ) ≥ + 2 = + 2 = . Consider the case when =4 + 1, for some ≥ 1, ∈ ℤ. Let us show that it is impossible to construct 

an antimagic -coloring in this case. Suppose that such coloring exists, 

and let us consider the values of  function on the vertices of the graph. 

Since we only use the colors 1 through , and each vertex has a degree of 2, the least possible value of  is 3, and the largest possible value is − 1 + = + 2. Since there are  vertices which should have a 

unique  value, the set of  values is { ( ) | ( = 1, 2, … , )} ={3, 4, 5, … , + 2}. Let us notice that the following number ( ) = 3 + 4 + ⋯ + ( + 2) = + 52 ⋅ = 4 + 62 ⋅ (4 + 1)= (2 + 3)(4 + 1) 
is odd. However, since the color of each edge should be counted twice in 
this sum, it should have been even, so we came to a contradiction. 

Therefore, = 4 + 1 => ( ) > ≥ . We denote by  the 

following number: 

=
+ 42 ,                  = 2 , ≥ 2, ∈ ℤ,+ 52 ,          = 4 + 1, ≥ 1, ∈ ℤ,+ 32 ,           = 4 + 3, ≥ 0, ∈ ℤ. 
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Thus, we obtained that ( ) ≥ . Now, to prove the theorem, it 
is sufficient to construct a coloring, for which the equality holds for each ≥ 3. 

Let us enumerate the vertices of  in such a way that ( ) ={  | ( = 1, 2, … , − 1)} ∪ { }. We say that the proper edge-

coloring  of the graph  satisfies the condition ( ) if there exist vertices , , , ∈ ( ) such that ∈ ( ), ∈ ( ), ∈ ( ), ≠, ≠ , ( ) = − 1, ( ) = , ( ) = − 2. In this case, we 

call the quartet of vertices ( , , , ) an ( )-ensuring quartet (note that the 
order of vertices in it matters). 

We construct an antimagic edge   – coloring of graph  satisfying 

the condition ( ) for each ≥ 3 (we denote the coloring by ). 

Construction is made by induction in the following way: 

1. We construct the colorings , , ,  separately. 

2. Assuming that ≥ 7 and that we have already constructed the 

coloring , we construct the coloring . 

 
1. The required colorings are provided via illustrations (figure 1). 

2. Suppose ≥ 7 and we have constructed  for the graph . 

Suppose that ( , , , ) is the ( )-ensuring quartet of . First, we notice 

that = + 2. We define a new graph  in the following way: 
 ( ) = ( ) ∪ { , , , } and ( ) = ( ( ) \ { }) ∪ { , , , , }. 

 

It is obvious that  is a simple cycle of  vertices, thus the constructing of 

an antimagic -coloring satisfying the condition ( ) will end the proof. Let 

us construct the coloring  in the following way (figure 2): 
 ( ) = + 2, ( ) = − 2, ( ) = , ( ) = + 2, ( ) = + 1, 
 

and ( ) = ( ′), for all the remaining edges , where ′ is the 

corresponding edge in the graph . 
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Figure 1. 

It is easy to see that  is a proper edge -coloring. Let us notice that ( , , , ) is an ( )-ensuring quartet of  which make the coloring 

satisfy the condition ( ). To ensure that the coloring is also antimagic, we 
can notice that ( , ) = 2 ⋅  + 1, ( , ) = 2 ⋅  , ( , ) = 2 ⋅  − 2, ( , ) = 2 ⋅  +2, ( , ) = 2 ⋅  + 3, ( , ) = 2 ⋅  − 1, and for 

each of the remaining vertices  of , ( , ) = ( , ) < 2 ⋅  − 2  since ( , ) = 2 ⋅  − 1 and ( , ) = 2 ⋅  − 2. 
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Figure 2. 

Regular bipartite graphs 

It is proved ([1, 2]) that regular graphs are antimagic, which means 

they lie in the set ℳ. Here we give lower and upper bounds on ( ) 
for regular bipartite graphs. 

Theorem 2: Let  be an -regular bipartite graph of 2  vertices ( ≥1, ≥ 2). Then, 2 − 1 + ≤ ( ) ≤ 32 + − 1. 
Proof: The lower bound can be easily derived from the lemma by 

setting = . We will prove the upper bound by constructing an antimagic + − 1 -coloring for each -regular bipartite graph using an 

induction on : 

1. Firstly, let us construct a coloring for graphs where = 2. In this

case, the graph is a union of simple cycles, say = ∪ ∪ … ∪ . 

Since each cycle in bipartite graph contains at least 4 vertices, we can notice 

that the number of components  is less than or equal to = . We
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color those cycles using the coloring represented in theorem 1. Then we add ( − 1) to all colors of edges in the second cycle (the cycle with  

vertices), ( + − 2) to all colors of edges in the third cycle (the cycle 

with  edges), …, ( + ⋯ + − ( − 1)) to all colors of edges in 

the last cycle (the cycle with  edges). Since within each cycle, the  
values of vertices were distinct by the theorem 1, and since we added the 
same number to the color of each edge in the same cycle, we can surely say 

that within each cycle the  values are distinct in the described coloring. 

Moreover, the maximum of the  values of the vertices in the first cycle 

is 2 − 1, while the minimum of the  values of the vertices in the 

second cycle is at least 2 + 1. Likewise, the maximum  value of 

the vertices in the -th cycle is always less than the minimum  value of 

the vertices in the ( + 1)-th cycle, for ∈ [1, − 1]. We provided an 

antimagic coloring with the following number of colors: 

( + + ⋯ + − ( − 1)) = + + ⋯ + − ( − 1) =⋯ + 2 − ( − 1) = ( + + 1).≤ => + + 1 ≤ + + 1 = + 1 = + − 1. 

2. Supposing the upper bound is correct for any -regular bipartite

graph, let us prove that it is also correct for ( + 1)-regular bipartite graph. 
Since each bipartite regular graph has a perfect matching (proved by 

Kőnig), we can pick one of them (let us call it ). We can notice that the 

graph = −  is an -regular bipartite graph, for which we can apply 

the supposed condition of the induction and color it with an antimagic 

coloring with number of colors equal to + − 1. We color the graph  

in the following manner: color all the edges of  with the color + , 

and all the remaining edges with the color of corresponding edge in ′. It is 

easy to see, that the provided coloring is an antimagic + -coloring. 
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Note, that if we want to construct a coloring using the proof of the 
theorem above, we can search for a 2-factor with the minimum number of 
simple cycles in it and firstly color that 2-factor, then add a color one by 
one to each perfect matching. So, from the proof of the theorem above, we 
can also imply the following corollary: 

Corollary 1: Let  be an -regular bipartite Hamiltonian graph of 2  

vertices ( ≥ 1, ≥ 2). Then, 2 − 1 + ≤ ( ) ≤ + . 
From the Corollary 3 of the paper of Moon and Moser ([6]) about 

bipartite graphs having Hamiltonian cycle, we can also imply the following 
corollary: 

Corollary 2: Let  be an -regular bipartite graph of 2  vertices 

where ≥  ( ≥ 4, ≥ 2). Then,2 − 1 + ≤ ( ) ≤ + . 
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ОБ АНТИМАГИЧЕСКИХ РЕБЕРНЫХ РАСКРАСКАХ ПРОСТЫХ 
ЦИКЛОВ И РЕГУЛЯРНЫХ ДВУДОЛЬНЫХ ГРАФОВ 
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 АННОТАЦИЯ  

 

Для данного графа  и приведенной на нем правильной реберной -

раскраски  обозначим через ( , ) сумму цветов ребер инцидентных 

вершине ∈ ( ). Тогда  называется «антимагической реберной -раскраской 

графа », если для каждой пары различных вершин , ∈ ( ), ( , ) ≠ ( , ). Множество графов , для которых существует 

некоторое целое число  – такое, что  допускает антимагическую реберную -

раскраску, обозначается через ℳ. Для произвольного графа  из множества ℳ обозначим через ( ) наименьшее положительное целое число , для 

которого  допускает антимагическую реберную -раскраску. В данной работе 

найдены некоторые оценки и некоторые точные результаты параметра ( ) 
для простых циклов и двудольных регулярных графов. 

Ключевые слова: антимагическая реберная раскраска, реберная раскраска. 
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ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДЛИНЫ 
СЛУЧАЙНОЙ ХОРДЫ ПО НАПРАВЛЕНИЮ  
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АННОТАЦИЯ 

Восстановление выпуклых фигур с помощью распределе-
ния длины случайной хорды по направлению выпуклой фи-
гуры играет важную роль в интегральной геометрии и в тео-
рии восстановления выпуклых фигур. В этой работе найдено 
новое представление для распределения длины случайной 
хорды по направлению для выпуклых многоугольников. По-
лученное представление можно использовать для восстанов-
ления выпуклых фигур. A также был предложен алгоритм вос-
становления произвольного выпуклого четырехугольника. 

Ключевые слова: выпуклое тело, распределение длины 
хорды, восстановление выпуклых многоугольников. 

1. Введение

Геометрическая томография (cм. [1], [2], [3]) – это область мате-
матики, занимающаяся поиском информации о геометрическом объек-
те, исходя из данных о его проекциях (тенях) на плоскостях или сече-
ниях плоскостями, – для восстановления геометрических объектов.  
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   Интегральные геометрические концепции – такие, как распре-

деление длины хорды, распределение расстояния между двумя слу-

чайными точками по направлению в выпуклом теле D, распределение 

длины хорды по направлению и многие другие, – несут некоторую ин-

формацию о D. Известно, что распределения длины хорды по направ-

лениям выпуклой фигуры D однозначно определяет D с точностью до 

параллельных переносов и отражений (см. [3], [4], [5]). Восстановле-

ние выпуклых фигур с помощью случайных отрезков позволяет упро-

стить расчет, поскольку методы математической статистики могут 

быть использованы для оценки геометрических характеристик случай-

ных отрезков. 

В данной статье нашли выражение для распределений длины слу-

чайной хорды по направлению для треугольника, выпуклого четырех-

угольника и новое выражение для распределения длины случайной хор-

ды по направлению для выпуклых многоугольников. A также предло-

жен алгоритм восстановления произвольного выпуклого четырехуголь-

ника по распределениям длины случайной хорды по направлениям. 

 

2. Определения и методы 

   
Пусть D – компактное множество в Евклидовом пространстве. 

Пусть b( ) – ортогональная проекция  на прямую, которая проходит 

через начало координат и имеет направление  (Рис. 1). Прямая ( , ), 

которая перпендикулярна направлению , пересекает , имеет точку 

пересечения с b( ), и обозначим через х ∈ b( ). Мы можем сопоста-

вить точки х ∈ b( ) и прямые, которые пересекают  и перпендику-

лярны направлению  и обозначим эту прямую через ( ). Предпо-

лагая, что точки пересечения х имеют равномерное распределение на 
отрезке b( ), можем определить функцию распределения длины слу-

чайной хорды множества  по направлению :  
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Рисунок 1. 
 

Определение. Функция распределения длины хорды по направ-
лению, это: 

( , ) = {| ( )| < : ( ) = ∩ }, 

 

где  имеет направление либо . 

 

3. Случай треугольника 
  

Рассмотрим произвольный треугольник ∆  на плоскости. Вы-

числим функцию р    аспределения длины хорды по направлению  ∈ 1. 
Лемма. Функция распределения длины хорды треугольника 

∆  по направлению  ∈ 1  

 

△ (t, φ) =  
   при 0 <  <         1 ,       при   ≥  0,        при ≤  0                         (3.1) 

 

где  – это длина максимальной хорды треугольника по направ-

лению . 
Доказательство:  

Рассмотрим ∆  и направление  ∈ 1. Обозначим длину мак-

симальной хорды по направлению  как . При  ≥  

∆ ( , ) = 1. 
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Рисунок 2. 

 

Обозначим события  ≝ {| ( )| ≤ }, 1 ≝ {x( ) ∈ 1}, 1 ≝ 

{x( ) ∈ 2}, где x( ) – это точка пересечения с b( ). По                          формуле 
полной вероятности будем иметь: 
 

∆ ( , ) = (| ( )| < ) = ( 1) 1 ( ) + ( 2) 2 ( ) = 

= ∗ + ∗ =   , при 0 <  <         

   

4. Случай выпуклого четырехугольника 
 

Рассмотрим произвольный выпуклый четырехугольник  ≝  
на плоскости. Вычислим функцию распределения длины хорды по на-

правлению  ∈ 1. 
Лемма. Функция распределения длины хорды выпуклого четы-

рехугольника  по  направлению  ∈ 1 имеет следующий вид:  

( , ) = 

=

∗ + ∗ +  ∗ , при 0 <  <     1, при t χ2        0 при t ≤  0          (4.1), 
где 1 и 2 – это длины максимальных хорд по направлению  ∈ 1, 

опущенных из вершин  ( 2 > 1), а  = |  |,  = | |,  = | |, то 

есть ортогональные проекции сторон на прямую с направлением    
(см. Рис. 3). 
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Доказательство. 

 
 

Рисунок 3. 
 

Рассмотрим произвольный выпуклый четырехугольник  и 

произвольное  направление  ∈ 1. Построим хорды из вершин  и  

по направлению  (с длинами, соответственно, 1, 2, пусть 1 < 2), 

получая, соответственно, хорды  и . Перпендикуляры, опущен-

ные из вершин ,  и из точек , , выделят на оси  отрезки , , . 

Посчитаем функцию распределения длины случайной хорды ( ) по 

направлению . 
Пусть  ≥ 2. Тогда  ( , ) = (| ( )| < ) = 1. 

Пусть 0 <  < 2. Обозначим события:  ≝ {| ( )| < },  

1 ≝ {x( ) ∈ }, 2 ≝ {x( ) ∈ }, 3 ≝ {x( ) ∈ }.  
 

По формуле полной вероятности будем иметь: 
 

( , ) = (| ( )| < ) = ( 1) 1 ( ) + ( 2) 2 ( ) + ( 3) 3 

( ) = 

= ∗ + ∗ ( ) +  ∗  

 

Посчитаем 2 ( ) отдельно. Рассмотрим четырехугольник 

 отдельно. Из точки  проведем параллель ′ к отрезку . 

Тогда будем иметь, что 2 ( ) =    . 
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Учитывая (21), получили, что при 0 <  < 2: 

 

( , ) = ∗ +  ∗ + ∗        
 

5. Алгоритм восстановления выпуклого четырехугольника 
 
Шаг 1. Пусть имеем длину максимальной хорды по направлению 

 ∈ 1. Обозначим эту длину 1. Пусть также имеем длину максималь-

ной хорды по направлению 1 +  ≝ ′ где  – принимает малое зна-

чение.  Обозначим эту длину как ’1.  Берем произвольную точку  на 

плоскости и из этой точки построим отрезки длины 1 и ’1 по направ-

лениям 1 и 1 + , соответственно.  Соединим концы этих отрезков 

С и М прямой .  

 
Шаг 2. Возьмем другое направление 2 и проведем максималь-

ные хорды по направлениям 2 и 2 +  из точки . Соединим концы 

этих отрезков  и  прямой 2. 

 

Шаг 3. Делаем параллельный перенос прямой 2 так, чтобы она 

проходила через точку , и точка  находилась на прямой 1. Соеди-

няя точку  с  и  с , получим искомый выпуклый четырехугольник 
(Рис. 4). 

 
 

Рисунок 4. 
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6. Cлучай многоугольника 
 

Сперва рассмотрим случай когда D – трапеция с основаниями, 

параллельными направлению ∈ 1. 
 

 
Рисунок 5. 

 
 

Легко увидеть, что в этом случае ,φ( ) имеет равномерное расп-
ределение на сегмент [а; b], где a и b (скажем, a < b) – длин основания 
трапеции D. Действительно, при        a < t < b имеем (см. Рис. 5, можно 
вывести из подобия): 

 , ( ) = =                                        (6.1) 

  
Теперь, пусть D выпуклый многоугольник (n-угольник), не имею-

щий параллельных сторон,           а ∈ 1  – некоторое направление. Разде-

лим выпуклый многоугольник D на трапеции , прямыми, проходя-

щими через вершину D, и параллельно направлению , как это пока-
зано на Рис. 6. 

Используя формулу полной вероятности (6.1), имеем: 
 , ( ) = P(X<t) = ∑ , ( )                          (6.2) 
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где = ( ) – это вероятность, что брошенная равномерно точка на 

ширину попадет на отрезок, который соответствует высоте , ℎ  – вы-

сота , а (φ ) – это ширинa D. Заметим, что в общем случае мы раз-
деляем D на n-1-части. 

 

 
Рисунок 6. 

 
Удобно рассматривать распределения длин случайной хорды по 

направлению выпуклого  многоугольника D в терминах его функции 
плотности. 

Дифференцируя (3.2), получим плотность распределения ,φ( ). 
Имеем 

 , ( ) = ∑ [ , ]( )                          (6.3) 

 
Пусть D выпуклый n – угольник, не имеющий параллельных сто-

рон, а ∈ 1 – некоторое направление. Формула (6.2) дает нам воз-
можность делать следующие утверждения. 

 

Утверждение 1. Легко видеть, что для всех направлений ∈ 1 

(кроме конечного числа n-1     направлений) функция плотности ,φ( ) 

непрерывна и имеет разрыв в этих n-1 точках. 
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Заключение 

Таким образом в данной статье мы нашли выражения для рас-
пределений длин хорд по направлению для треугольника, выпуклого 
четырехугольника, и новое выражение для выпуклого n угольника. Ис-
пользуя эти выражения, предложили алгоритм для восстановления че-
тырехугольника.   
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REPRESENTATIONS FOR THE DISTRIBUTION  
OF THE LENGTH OF THE RANDOM CHORD 
IN THE DIRECTION OF CONVEX FIGURES 

E. Aramyan

Russian-Armenian (Slavonic) University 

ABSTRACT 

Reconstruction of convex figures using the distributions of the length of the 
random chord in directions of a convex figure plays an important role in integral 
geometry and in the theory of reconstruction of convex figures. In this work, a new 
expression for the distribution of the length of the random chord in the direction of 
convex polygons is found. The representation can be used to reconstruct convex 
figures. Also, we're proposing an algorithm for reconstructing an arbitrary convex 
quadrilateral. 

Keywords: convex figures, length of the chord, reconstructing an arbitrary 
convex figure. 
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ABSTRACT 

Speech applications dealing with conversations require not 
only recognizing the spoken words but also determining who 
spoke when. The task of assigning words to speakers is typically 
addressed by merging the outputs of two separate systems, 
namely, an automatic speech recognition (ASR) system and a 
speaker diarisation (SD) system. In practical settings, speaker 
diarisation systems can experience significant degradation in 
performance due to a variety of factors, including uniform 
segmentation with a high temporal resolution, inaccurate word 
timestamps, incorrect clustering and estimation of speaker 
numbers, as well as background noise and reverberation. 
Therefore, it is important to automatically detect these errors and 
make corrections if possible. In this study, we employ the Word 
Diarisation Error Rate (WDER) metric to pinpoint diarisation 
errors at the word level and classify them into three categories. 
Furthermore, we investigate two realignment strategies, namely 
an N-gram language model-based realignment and a punctuation-
based realignment, to correct mistakes in words placed at the 
borders of sentences spoken by different speakers. Both methods 
resulted in an improvement in diarisation performance, with 
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punctuation-based realignment providing the most significant 
word diarisation error rate reduction. 

Keywords: Speaker Diarisation, Error Correction, Text 
Realignment, Word Diarisation Error Rate. 

 
 

Introduction 
 
Speech and language technology has greatly improved in recent years, 

resulting in a significant shift in how people interact with machines. For 
example, with the widespread use of smart speakers, ASR systems are now 
widely used by millions of users. Despite the significant progress, machines 
still face challenges in understanding natural conversations involving 
multiple speakers such as in meetings, interviews, phone calls, videos, or 
medical recordings. A crucial step in comprehending natural conversations 
is identifying the spoken words and determining who spoke them. This is 
usually done in three steps: (1) transcribing the words with an ASR system, 
(2) predicting “who spoke when” using a speaker diarisation system, and 
(3) matching the output of those two systems. 

More formally, speaker diarisation is the process of dividing an input 

audio stream into homogeneous segments according to the speaker’s 

identity. A typical speaker diarisation system usually consists of several 

steps: (1) Speech segmentation, where the input audio is segmented into 

short sections that are assumed to have a single speaker, and the non-speech 

sections are filtered out by Voice Activity Detection (VAD), (2) Speaker 

embedding extractor, where speaker embeddings are extracted from segmented 

sections, (3) Clustering, where the extracted audio embeddings are grouped 

[1] into clusters based on the number of speakers present in the audio 

recording, and optionally, (4) Resegmentation step is performed to further 

refine clustering results. While early work relied on handcrafted audio 

features for speaker embedding [2, 3], recent efforts have been successful 

in learning better representations with deep neural networks [4, 5, 6]. 
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Nonetheless, speaker diarisation systems may exhibit subpar 
performance due to a multitude of challenges. Inaccuracies in these systems 
can have a detrimental impact on the user's overall assessment of the 
transcript quality. Some of these errors can be addressed through post-
realignment techniques. In this work, we employ the WDER metric to 
automatically highlight words with incorrect speaker tags and categorize 
them. Then, we examine two realignment methods: LM and punctuation-
based, to rectify inaccuracies for boundary words between sentences spoken 
by different speakers.  

 
Classifying Diarisation Errors 
 
A typical method for assessing traditional speaker diarisation systems 

is the Diarisation Error Rate (DER). This is calculated by adding together 
three types of errors: false alarms, missed detections, and speaker confusion 
errors. Essentially, DER compares the reference speaker labels with the 
predicted speaker segments in the time domain. On the other hand, the use 
of a joint ASR and SD system directly assign speakers to recognized words, 
eliminating the need to rely on time boundaries. Google researchers in the 
[7] work proposed a new metric, Word Diarisation Error Rate, to evaluate 
such joint ASR and SD systems, by measuring the percentage of words in 
the transcript that are correctly tagged with the right speaker: 

 WDER = ++  

 

where  represents the number of ASR Substitutions with incorrect 

speaker tags,  represents the number of correctly recognized ASR words 

with incorrect speaker tags,  is the total number of ASR substitutions, and 

 is the total number of correctly recognized ASR words. WDER doesn't 
take into account deletion and insertion errors as the speaker tags associated 
with them cannot be mapped to reference without ambiguity.  
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One benefit of WDER is that it can be used to automatically identify 
and visualize diarisation errors at the word level. By examining errors at the 
word level, it is possible to categorize them into three categories: 

a) Incorrect speaker tags within a paragraph.
b) The first and last words of a paragraph having incorrect speaker

tags.
c) A complete paragraph being assigned to the wrong speaker.
The main cause of errors of type (a) and (b) is the use of uniform audio

segmentation with a high temporal resolution. Inaccurate ASR word 
timestamps can also lead to type (b) errors. Type (c) errors typically occur 
due to inaccurate estimation of the number of speakers and incorrect 
clustering. Background noise, music and reverberation also contribute to all 
types of errors. Examples of each type of error are illustrated in Table 1. 

Table 1. 

Examples of different errors (errors are marked in yellow color). 

Error Type Example 

Type (a) 

Speaker A: 
right that's going exactly going back to facebook's 
optimizer algorithm that's not optimizing for truth right it's 
optimizing for profit and they they claim to be neutral but 
of course nothing's neutral right and we have seen the 
results we've seen what it's actually optimized for and it's 
not pretty 

Type (b) 

Speaker A:  
and presumably you could take all that biased input data 
and say this high chance recidivism means that we should 
rehabilitate more i mean like you could take all that same 
stuff and choose to do a completely different thing with the 
result of  
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Speaker B:  
the algorithm total that's exactly my point exactly my point 
you know we could say oh i wonder why people who have 
this characteristic have so much worse recidivism well let's 
try to help them find a job maybe that'll help we could use 
those algorithms those risk scores to try to account for our 
society 

Type (c) 
Speaker A: 
is this a good or bad thing that social media has been able 
to infiltrate politics 

Improving Performance with Text Realignment 

Errors in the first and last words of a paragraph can be partially 
corrected using a language or punctuation restoration model. 

LM Realignment. Language model realignment is a process of 
reassigning the speaker labels in a given transcription of spoken language 
by utilizing a language model. The process involves inserting special start 
and end tokens, before and after each boundary word that separates two 
hypothetical sentences spoken by different speakers. These two hypotheses 
are then scored based on the joint probabilities of words using a language 
model. The hypothesis with a higher score is chosen, and the boundary word 
is assigned to the speaker associated with that hypothesis. 

Formally, given a transcription T consisting of a sequence of words 
W1, W2 ,…, Wn and the speaker labels S1, S2 ,…, Sn, LM realignment aims to 

obtain a new sequence of speaker labels , , … , , that is more accurate 

and aligned with the spoken language. The process involves defining a set 

of possible boundary words B, and for each boundary word b∈B, creating 
two hypothetical sentences by inserting <\s> <s> tokens before and after b. 
The two hypotheses are then scored using a language model to obtain the 
joint probabilities P(T |H1) and P(T|H2), where H1 and H2 denote the two 
hypotheses. The boundary word b is then assigned to the speaker associated 
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with the hypothesis that has the higher score. This process is repeated for 
all boundary words. For instance, for the boundary word “but”, we generate 
two hypotheses: 

• Hypothesis 1: since i think like tuesday <\s> <s> but he's coming 

back 

• Hypothesis 2: since i think like tuesday but <\s> <s> he's coming 

back 

The joint probabilities of words in the sentence are computed for these 

two hypotheses using a language model. In this example, Hypothesis 1 is 

likely to receive a higher score, and as a result, the word “but” will be 

assigned to the second speaker. 

Punctuation-based Realignment: Another simple method is to use 

punctuation markings. If a sentence is split between two different speakers, 

it can either be part of Speaker A's utterance or Speaker B's utterance. We 

can simply take the mode of speaker labels for each word in the sentence 

and use that speaker label for the whole sentence. We apply punctuation-

based realignment whenever a dominant speaker is present within the 

sentence, to prevent conflicts that may occur when a sentence is evenly 

divided between two speakers. 

 

Experiments 

 

Our ASR system is constructed using the Conformer-CTC 

architecture [8] and we use a pre-trained Conformer-Medium checkpoint1 

that was made available by Nvidia. Using the word timestamps generated 

by ASR, we aim to identify voice activity segments. The obtained segments 

are further divided into smaller sub-segments with a window size of 1.5 

seconds and a step size of 0.5 seconds. Next, for each speech sub-segment 

we extract speaker embedding with SpeakerNet [9] model by employing a 

                                                 
1 https://catalog.ngc.nvidia.com/orgs/nvidia/teams/nemo/models/stt_en_conformer_ctc_medium 
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pre-trained Speakernet-M checkpoint2 also released by Nvidia. These 

embeddings are grouped into clusters using spectral clustering [10] 

algorithm. The number of speakers is automatically determined through the 

maximal eigen-gap approach [1]. Once we have speaker labels obtained by 

speaker diarisation, we align the decoded words with the speaker labels to 

produce a final transcript. 

In order to realign with LM, we employ 4-gram language model 
available in Kaldi3. For punctuation-based realignment, a BERT-based [11] 
punctuation restoration model4 is employed to predict punctuation marks, 
including commas, periods, and question marks. These marks are then used 
to split the text into sentences. 

 
Results 
 
To evaluate the performance of realignment methods, we collect 16 

audios with a total duration of 9 hours. These recordings feature 
conversational content and involve multiple speakers, with 2 to 7 speakers 
per recording. Also, we conducted testing on the recently created TAL 
dataset [12]. Specifically, we utilized the testing subset of this dataset, 
which comprises of 36 one-hour long podcast recordings featuring multiple 
speakers. We report performance using WDER as it provides a more 
accurate representation of the performance of a combined ASR and SD 
system at the word level, compared to the traditional diarisation error rate 
in the time domain. 

As displayed in Table 2 and Table 3, both LM and punctuation-based 
realignments lead to an improvement in the accuracy of diarisation. 
Specifically, it has been observed that punctuation-based realignment is 
particularly effective in correcting errors found at the beginning and end of 
paragraphs. 

 
                                                 
2 https://catalog.ngc.nvidia.com/orgs/nvidia/teams/nemo/models/speakerdiarization_speakernet 
3 https://kaldi-asr.org/models/5/4gram_small.arpa.gz 
4 https://catalog.ngc.nvidia.com/orgs/nvidia/teams/nemo/models/punctuation_en_bert 
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Table 2.  
 

Comparison of different realignment methods on custom dataset. 
 

 WDER 

Without Realignment 857/91571 (0.936%) 

LM Realignment 832/91571 (0.909%) 

Punctuation Realignment 790/91571 (0.862%) 

Punctuation+LM Realignment 789/91571 (0.862%) 

 
Table 3. 

 
Comparison of different realignment methods on TAL dataset. 

 
 WDER 

Without Realignment 16397/341486 (4.802%) 

LM Realignment 16155/341486 (4.731%) 

Punctuation Realignment 15976/341486 (4.678%) 

Punctuation+LM Realignment 15969/341486 (4.676%) 

 
 

Conclusions 
 
In this study, we analyzed the errors of a joint speech recognition and 

speaker diarisation system at the word level. By using the WDER metric, 
we were able to automatically identify words with incorrect speaker tags 
and categorize the errors into three groups. We also examined two 
realignment methods: LM and punctuation-based, to correct errors for 
boundary words between sentences spoken by different speakers. Both 
methods resulted in an improvement in diarisation performance, with 
punctuation-based realignment providing the most significant word 
diarisation error rate reduction.  
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Punctuation restoration based solely on text is not always possible. 
Therefore, in future work, we will investigate the use of an audio-lexical 
based punctuation restoration model for realignment. 
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ВЫРАВНИВАНИЕ ТЕКСТА В ДИАРИЗАЦИИ ДИКТОРОВ 
 

Д.С. Карамян 
 

Российско-Армянский (Славянский) университет 
 

АННОТАЦИЯ 
 

Речевые приложения, имеющие дело с разговорами, требуют не только 
распознавания произнесенных слов, но и определения того, кто когда говорил. 
Задача присвоения слов дикторам обычно решается путем объединения двух от-
дельных систем, а именно: системы автоматического распознавания речи (ASR) 
и системы диаризации дикторов (SD). В практических условиях производитель-
ность систем диаризации дикторов может значительно ухудшиться из-за мно-
жества факторов, включая равномерную сегментацию с высоким временным 
разрешением, неточные временные метки слов, неправильную кластеризацию и 
оценку количества дикторов, а также фоновый шум и реверберацию. Поэтому 
важно автоматически обнаруживать эти ошибки и, по возможности, исправлять 
их. В этом исследовании мы используем показатель частоты ошибок диаризации 
слов (WDER), чтобы точно определить ошибки диаризации на уровне слов и 
классифицировать их по трем категориям. Кроме того, мы исследуем две стра-
тегии выравнивания, а именно: выравнивание на основе языковой модели N-
грамм и выравнивание на основе знаков препинания, чтобы исправить ошибки в 
словах, расположенных на границах предложений, произносимых разными дик-
торами. Оба метода привели к улучшению производительности диаризации, при 
этом выравнивание на основе знаков препинания обеспечило наиболее значи-
тельное снижение частоты ошибок диаризации слов. 

Ключевые слова: диаризация дикторов, исправление ошибок, выравни-
вание текста, частота ошибок диаризации слов. 
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О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ БЕСКОНЕЧНОЙ 
ДВУМЕРНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ 

СИСТЕМЫ ТИПА ТЕПЛИЦА 

А.К. Кроян 
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АННОТАЦИЯ 

Данная статья посвящена изучению и решению одного 
класса нелинейных бесконечных систем алгебраических 
уравнений с монотонной нелинейностью и двумерными 
матрицами типа Теплица. При конкретных представле-
ниях нелинейностей, указанная система возникает в дис-
кретных задачах математической физики и математичес-
кой биологии. Сочетанием специальных итерационных 
методов с методами построения инвариантных конусных 
отрезков для соответствующего нелинейного оператора 
доказано существование нетривиального положительного 

решения указанной системы в пространстве .
Ключевые слова: система нелинейных уравнений, моно-

тонность, нелинейность, матрица типа Теплица. 

§1. Введение

Рассматривается система нелинейных бесконечных алгебраиче-
ских уравнений: 



А. К. Кроян  45

относительно матрицы = , ∈ℕ  ∈ 1, где 
1 : = = , ∈ℕ0 ∶  ∞

=0
∞
=0  < +∞ . 

 
Предполагается, что в системе (1) A = ( ) , ∈ℤ − двумерная 

матрица Теплица, удовлетворяющая следующим условиям: 
 

Обозначим  ( ) ∶≡    , 0 ≤ ≤ 1 . (4) 

 
Заметим, что в силу условия (2) из (4) имеем (0)  = 0, (1) =   ≡: , 0 < < 1, χ ∈ 0, 1 . (5) 

 

и χ (p) ↑ по p на 0,1 . Согласно теореме Больцано-Коши, для каждого ∈ (0, 1) уравнение ( ) = . (6) 

имеет единственное решение  ∈ (0, 1). 
Через , ∈ℕ  обозначим матрицу, для которой 

 =   ℎ , , ∈ ℕ : ≡ {0, 1, 2, … } (1) 

 > 0, , ∈ ℤ\{0},  = 0,  = 1, (2) 

| | | | < + ∞ . (3) 
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Пусть матрицы-функции ℎ ( ) , ∈ℕ  удовлетворяют следую-

щим условиям:  
 

 

Частные случаи исследуемых систем имеют непосредственные 
применения в теории переноса излучения, в кинетической теории га-
зов и в математической биологии (см. [1]–[3]). 

Задача в одномерном случае при различных представлениях не-
линейностей была рассмотрена в работах (см. [4]–[7]). 

В настоящей работе исследован вопрос существования нетри-

виального положительного решения системы (1) в пространстве , а 
также изучено асимптотическое поведение построенного решения при → +∞. При этом существенно были использованы результаты рабо-
ты [8], посвященные вопросам разрешимости линейных дискретных 
неоднородных уравнений Винера-Хопфа. 

 

§2. Вспомогательные факты 
 
Наряду с системой (1), рассмотрим вспомогательную бесконеч-

ную систему неоднородных уравнений: 
 
 

 ≥  , , ∈ ℕ ,  <  +∞ , (7) 

    <  +∞ . (8) 

ℎ ∈  (ℝ ), ℝ ≔ 0, +∞) ℎ  ↑  по  на ℝ , , ∈ ℕ , (9) 

ℎ  ≥ 1    ℎ ( ) ≤ +   ,  ∈  ℝ , , ∈ ℕ . (10) 
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Справедлива  

Лемма 1. Для каждой пары ( , ) ∈ ℕ × ℕ  имеет место сле-
дующее неравенство: 

  ≥  , 
 
где число  определяется из (6). 

Доказательство. Действительно, из (12), с учетом (7), (2), (4) и 
(6), получаем  =    ≥  1       = 

=  1    ≥   = 

=     =   ( ) =  , , ∈ ℕ . 
 

Лемма 1 доказана. 
 
Теперь докажем ключевую лемму, которая будет использована 

при доказательстве основной теоремы. 

Лемма 2. При условиях (2) и (7) система (11) имеет положи-
тельное ограниченное решение { } , ∈ℕ , для которого 
 

   =  +     , , ∈ ℕ , (11) 

где   =    , , ∈ ℤ . (12) 
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Доказательство. Для системы (11) рассмотрим следующие итерации: 

 
Индукцией по q докажем, что для всякого ∈ ℕ  имеет место 

следующая оценка сверху: 

 
где последовательность { } ∈ℕ  является решением следующего не-
однородного дискретного уравнения Винера-Хопфа (см. [8]): 

Действительно, для  =  0 оценка справедлива, согласно опре-
делению нулевого приближения (15), и ввиду (17) 

    < +∞  . (13) 

 ( ) =  +   ( ) , (14) 

 ( ) =   , = 0,1,2, … , , ∈ ℕ . (15) 

 ( ) ≤  < +∞ , (16) 

 = +  , 
 : =    ,  : = , ∈ ℕ . (17) 

 ( ) =  =  ≤    , ∈ ℕ . (18) 
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Предположим, что оценка (16) имеет место при некотором ∈ℕ. Тогда из (14), с учетом индукционного предположения и (17), 
имеем  ( ) = +   ( ) = +  ( )   ≤  

≤ +  ( )   ≤ + = , ∈ ℕ . 
 
Индукцией по  также несложно доказать монотонность итераций: 

 
Итак, из (16) и (19) следует, что при → +∞ последовательность 

имеет предел lim→  ( ) =  , ,  ∈ ℕ , 
 
причем элементы предельной матрицы ( ) , ∈ℕ  удовлетворяют 

системе (11), и для них имеет место оценка: 

 Так как   < +∞ (см. 8 ), то из (20), с учетом  неотрицатель 

ности   , ,  ∈ ℕ ,   следует      < +∞  . 
Лемма 2 доказана.  

 

 ( )  ↑  по  , = 0,1,2, … , , ∈ ℕ . (19) 

  ≤ , ∈ ℕ . (20) 
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§ 3. Разрешимость системы (1) 

 
Теперь перейдем к формулировке и доказательству основного 

результата. 

Теорема. При условиях (2), (9) и (10) нелинейная бесконечная сис-
тема (1) имеет нетривиальное положительное решение в простран-
стве 1. 

Доказательство. Рассмотрим следующие последовательные 
приближения для системы (1): 

где  при каждом ∈ (0, 1) однозначно определяется по формуле (6).  
По индукции докажем, что 

Используя лемму 1 и учитывая (6), (10), (21), (22), получим: 
 ( ) =    ℎ ≥  1        ≥

=   ( ) . 
Предполагая, что ( ) ≥ ( ) ( , ∈ ℕ ) при некотором ∈ℕ и имея в виду монотонность последовательности ℎ , ∈ℕ  по  , из 

(21) получим: ( ) ≥    ℎ ( ) = ( )  , , ∈ ℕ . 
Теперь индукцией по  для ∀ , ∈ ℕ  докажем, что  

( ) =    ℎ ( )  , (21) 

( ) =  , = 0,1,2, … , , ∈ ℕ , (22) 

( )  ↑ по , = 0,1,2, … , , ∈ ℕ . (23) 
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где { } , ∈ℕ − решение вспомогательной системы (11) (см. лемму 

2). При = 0, согласно (22), лемме 1 и (11), получим: 

Предполагая, что ( )  ≤    ( , ∈ ℕ ) при некотором ∈ ℕ 

и, при этом, учитывая условия (2), а также формулу (10), из (21) имеем 

 
Из (23) и (24) следует сходимость последовательности матриц  ( )  , ( ) = ( ) , ∈ℕ к решению системы (1). Принимая во 

вниманиe (23) и (24), получаем также, что элементы предельной 

матрицы = ( ) , ∈ℕ  удовлетворяют двойному неравенству: 

Из (20) и (25) следует, что 

 
Теорема доказана. 

 

( )  ≤    , = 0,1,2, … ,  (24) 

( ) =  ≤   ≤    , , ∈ ℕ . 
( ) ≤    ( ) +  ≤  +     =   . 

≤  ≤    , , ∈ ℕ  . (25) 

 ≤   , ∈ ℕ . (26) 

Так как   < +∞ (см. 8 ), то  < +∞ . 
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Примеры 

Приведем примеры матриц-функций ℎ ( ) , ∈ℕ  и соответст-

вующих бесконечных матриц , ∈ℕ , удовлетворяющих всем усло-

виям доказанной теоремы: 

I) ℎ  ( ) =   , ≥ 0, ≥ , , ∈ ℕ  , 
 

 ≡  1 , 12 ∙  , , ∈ ℕ  . 
 

II)  ℎ  ( ) =   , ≥ 0, ≥  , , ∈ ℕ , 
 ,  =  ∙  , , ∈ ℕ  . 
 

 Автор выражает благодарность д.ф.м. н., проф. Х.А. Хачатря-
ну за постановку задачи и к.ф.м. наук, доц. С.М. Андриян за полезные 
советы при выполнении работы. 
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ABSTRACT 
 

Thе paper is devoted to the study and solution of one class of nonlinear infinite 
systems of algebraic equations with monotone nonlinearity and two-dimensional 
Toeplitz-type matrices. With specific representations of nonlinearities, the indicated 
system arises in discrete problems of mathematical physics and mathematical biology. 
By combining special iterative methods with methods for constructing invariant cone 
segments for the corresponding nonlinear operator, we prove the existence of a 

nontrivial positive solution of this system in the space . 
Keywords: system of nonlinear equations, monotonicity, nonlinearity, 

Toeplitz-type matrix. 
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ABSTRACT 

This paper proposes a novel design of a Tripteron-inspired 
micromanipulator with flexure hinges to address the issue of 
accuracy, which can arise when traditional joints are replaced with 
flexure hinges. The classic Tripteron manipulator with flexure 
hinges has been shown to have accuracy issues, particularly with 
the replacement of traditional joints, which can cause inaccuracies 
of end effector motion. The end effector of traditional Tripteron 
manipulator with flexure hinges is making rotational motions 
instead of clear translational motions. This is because of stiffness 
of flexure hinges. To minimize the effects of rotational motion and 
improve the accuracy, the novel design adds additional legs 
symmetrically for each leg, resulting in six legs and providing 
clear translational motions. The proposed design significantly 
improves the issue of unwanted rotational motion of the end 
effector. To validate the effectiveness of the new design, finite 
element analysis was performed using ANSYS. The analysis 
showed that the stress and deformation levels were well within 
acceptable limits for the material used, and the simulations 
demonstrated the new design's ability to achieve precise and 
accurate manipulation tasks. 

Keywords: Tripteron, micromanipulator, finite element 
method, flexure hinge, flexure pivot. 
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1. Introduction 
 
Micromanipulation technology is becoming increasingly important in 

various fields such as microelectronics, microbiology and biomedicine [1]. 
Precise and accurate manipulation of small objects is critical for these 
applications, and manipulators with high accuracy and precision are 
required. The Tripteron manipulator [2] is a popular choice for 
micromanipulation due to its high degree of freedom, dexterity, and 
accuracy. 

The Tripteron (Fig. 1) [3] is a translational parallel mechanism (PM) 
comprised of three kinematically identical legs, each one having a lower 
link, an upper link, a linearly actuated prismatic joint fixed at an orthogonal 
coordinate frame, and three revolute joints whose axes are parallel to each 
other. Then the three ending revolute joints are connected to an end-effector, 
but their axes are orthogonal to each other [4]. 

The traditional design of the Tripteron manipulator, which includes 
traditional joints, can be problematic for the aboventioned application 
fields, when accuracy is of utmost importance. Therefore, flexure hinges 
have been chosen to replace traditional joints in Tripteron manipulators due 
to several advantages they offer. Firstly, flexure hinges have monolithic 
structure that can bend and flex under load, providing a frictionless and 
wear-free joint. This eliminates the need for lubrication and reduces the risk 
of wear and tear, which can lead to decreased accuracy over time and higher 
maintenance costs. Secondly, flexure hinges can provide highly accurate 
and precise movements due to their stiffness and lack of backlash. Overall, 
the use of flexure hinges can lead to improved performance and reduced 
maintenance costs compared to traditional joints, making them an attractive 
option for many engineering applications. 

While micromanipulators with flexure hinges offer several 
advantages over traditional joint-based designs, they are not without their 
own limitations. One common issue with available designs of 
micromanipulators with flexure hinges [3, 5] is the possible inaccuracies of 
end effector motion (Fig. 2). 
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Figure 1. The kinematic diagram of Tripteron mechanism. 
 
 
When traditional joints are replaced with flexure hinges in a Tripteron 

manipulator, the end effector tends to make rotational motions instead of 
clear translational motions. This behavior is due to the stiffness of the 
flexure hinges, which can prevent the end effector from moving in the 
desired direction. As a result, a micromanipulator with flexure hinges may 
not be able to achieve the level of accuracy needed for some precision 
manipulation tasks, and this can limit its usefulness in certain applications. 

 

  
 

Figure 2. Inaccuracies of available designs of micromanipulators with flexure hinges. 
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2. Design of micromanipulators 
 
The design and selection of components for a Tripteron manipulator 

are decisive for its successful operation. As in traditional Tripteron 
manipulator the legs have 1 DOF revolute joints, flexure hinges are also 
used with 1 DOF.  

Two designs of flexure hinges, flexure hinge with circular contour 
(Fig. 3, b) [6] and, the “Butterfly” flexure hinge (Fig. 3, a) [7, 8] which have 
beneficial properties, such as increased deflection angle and stiffness, were 
selected for future study. In addition, two materials, titanium alloy and 
thermoplastic polyurethane (TPU), were considered for their potential use 
in the manipulator.  

Carbon fiber was chosen for the connecting parts and the end effector 
due to its strength and lightness. The mechanical properties of the 
aforementioned materials are presented in figures 4–6. 

 
 

  
a       b 

 
Figure 3. Flexure hinges. 

a) Flexure hinge with circular contour; b) @Butterfly” flexure hinge. 
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Figure 4. The mechanical properties of the titanium alloy. 
 

 

 
 

Figure 5. The mechanical properties of the thermoplastic polyurethane (TPU). 
 
 

 
 

Figure 6. The mechanical properties of the carbon fiber. 
 

 
The classic structures (Fig. 7) of the Tripteron manipulator were 

modeled with the flexure hinges with circular contour and the Butterfly 
flexure hinges using the SOLIDWORKS software package [9]. To compare 
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the two structures of the classic Tripteron, a computer simulation was 
performed using the ANSYS software package [10]. The first stage of the 
simulation involved determining the error percentage of the end effector of 
the classic structures by moving prismatic actuator responsible for the x-
axis by 1 mm. This was done under the condition of rigid fixation of the 
prismatic actuators responsible for y and z axes. 

 

 
a     b 

 
Figure 7. The classic structures of the Tripteron manipulator. 
a) Classic structure with flexure hinges with circular contour. 

b) Classic structure with “Butterfly” flexure hinges. 
 
 

3. Simulation of micromanipulators 
 
As in previous works [2, 3], the simulation results clearly indicate that 

the displacement of the end effector is not purely translational. Specifically, 
the end effector of the “a” structure showed a displacement of 0.45 mm for 
titanium alloy and 0.46 mm for TPU, which represent only 45% and 46%, 
respectively, of their desired displacements. (Fig. 8). The same simulation 
was implemented for the “b” structure with following results: 0.41 mm for 
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both titanium alloy and TPU, which represent only 41% of desired 
displacement (Fig. 9). 

 
 

  
a     b 

 
Figure 8. The simulation of the “a” structure of the classic Tripteron manipulator 

a) titanium alloy; b) TPU. 
 
 

  
a     b 

Figure 9. The simulation of the “b” structure of the classic Tripteron manipulator 
a) titanium alloy; b) TPU. 

 

 
Afterwards, to minimize the effects of rotational motion and improve 

the accuracy, additional legs added symmetrically for each leg, resulting in 
six PRRR legs. The novel structures (Fig. 10) of the Tripteron manipulator 
were modeled with the flexure hinges with circular contour and the 
Butterfly flexure hinges.  
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a     b 

 
Figure 10. The novel structures of the Tripteron manipulator. 
a) Novel structure with flexure hinges with circular contour. 

b) Novel structure with “Butterfly” flexure hinges. 
 

 
The second stage of the simulation involved determining the error 

percentage of the end effector of the novel structures, again by moving 
prismatic actuators responsible for the x-axis by 1 mm. This also was done 
under the condition of rigid fixation of the prismatic actuators responsible 
for y and z axes. In result, the end effector of the novel “a” structure showed 
a displacement of 0.78 mm for titanium alloy and 0.79 mm for TPU, which 
represent already 78% and 79%, respectively, of their desired 
displacements. (Fig. 11). The same simulation was implemented for the 
novel “b” structure with following results: 0.64 mm for both titanium alloy 
and TPU, which represent 64% of desired displacement (Fig. 12). 

 

 
a     b 

 
Figure 11. The simulation of the “a” structure of the classic Tripteron manipulator. 

a) titanium alloy b) TPU. 
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a     b 

 
Figure 12. The simulation of the “b” structure of the classic Tripteron manipulator. 

a) titanium alloy b) TPU. 
 
 

4. Conclusion 
 

In conclusion, a novel design for a Tripteron-inspired micromanipu-
lator with flexure hinges has been proposed in this paper to improve 
accuracy. The classic Tripteron manipulator with flexure hinges has been 
shown to have accuracy issues, particularly with the replacement of 
traditional joints with flexure hinges, which can cause inaccuracies of end 
effector motion due to the stiffness of the hinges. 

To address this issue, additional legs has been added symmetrically 
for each leg, resulting in six PRRR legs and providing clear translational 
motions. This new design minimizes the effects of rotational motion and 
improves accuracy. Finite element analysis was performed using ANSYS 
to validate the effectiveness of the new design, and the simulations 
demonstrated the new design's ability to achieve precise and accurate 
manipulation tasks. 

The design was compared with the classic Tripteron manipulator 
using two different designs of flexure hinges and two different materials, 
titanium alloy and thermoplastic polyurethane (TPU), for potential use in 
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the manipulator. The simulation results showed that the displacement of the 
end effector was not purely translational in the classic Tripteron 
manipulator, with only 45–46% and 41% of desired displacement achieved 
for the two different designs, respectively. In contrast, the proposed design 
achieved 78–79% and 64% of desired displacement for the two different 
designs, respectively. 

Overall, the presented design provides a solution to the accuracy issue 
in traditional Tripteron manipulators with flexure hinges and can be applied 
in various micromanipulation tasks. The design and component selection 
for a Tripteron manipulator are critical for its successful operation, and the 
proposed design and validation using ANSYS provide a useful framework 
for future research in this field. 
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ТРИПТЕРОН 
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АННОТАЦИЯ 

 
Данная статья предлагает новую структуру микроманипулятора с упруги-

ми шарнирами, на основе механизма Триптерон, чтобы решить проблему точ-
ности, которая может пострадать, когда традиционные шарниры заменяются уп-
ругими шарнирами. Классический манипулятор Триптерон с упругими шарни-
рами имеет проблемы с точностью, особенно при замене традиционных шарни-
ров, что может приводить к неточностям движения рабочего органа. Рабочий 
орган традиционного манипулятора Триптерон с упругими шарнирами произво-
дит вращательные движения вместо четких трансляционных движений из-за 
жесткости упругих шарниров. 

Новый дизайн предлагает добавление дополнительных ног симметрично 
для каждой ноги, что приводит к шести ногам и обеспечивает четкие трансля-
ционные движения. Предложенный дизайн значительно улучшает проблему не-
желательных вращательных движений рабочего органа. 

Для проверки эффективности нового дизайна был выполнен анализ мето-
дом конечных элементов с использованием программы ANSYS. Анализ показал, 
что уровни напряжения и деформации находятся в пределах приемлемых значе-
ний для используемого материала, а симуляции продемонстрировали способ-
ность нового дизайна выполнять точные и аккуратные задачи манипулирования. 

Ключевые слова: Триптерон, микроманипулятор, метод конечных эле-
ментов, упругий шарнир. 
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О СВОБОДНЫХ ПОЛУГРУППАХ ВТОМОРФИЗМОВ 
СВОБОДНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ГРУПП 
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АННОТАЦИЯ 

В данной статье мы построили свободную полугруппу авто-

морфизмов свободных периодических групп ( , ) достаточно 

большого периода  с ≥ 3 порождающими. 
Ключевые слова: свободная бернсайдова группа, группа ав-

томорфизмов, свободная полугруппа. 

Введение 

Е.А.Черепанов в [1] показал, что группа автоморфизмов свобод-

ной бернсайдовой группы ( , ) нечетного периода ≥ 10  с ≥2 порождающими содержит полугруппу, изоморфную свободной по-
лугруппе ранга 2. В [2, 3] были построены другие автоморфизмы бес-
конечного порядка и свободный моноид-ранга 2 в группе автоморфиз-

мов группы (2, ) для любого нечетного периода  ≥  665. В настоя-
щей работе показано, что аналогичного результата можно достичь бо-

лее легкими рассуждениями, увеличив количество  свободных по-

рождающих группы ( , ). 

Рассмотрим свободную группу Бернсайда (3, ) с образующи-

ми , , . Определим автоморфизмы на образующих следующим об-

разом: 



О свободных полугруппах втоморфизмов свободных периодических групп 66 ( ) =            ( ) =            ( ) = , ( ) = ( )      ( ) = ( )      ( ) = . 
 

Теорема. Для любого нечетного ≥ 665 автоморфизмы  и  
составляют базис свободной полугруппы ранга 2 в группе автомор-

физмов ( (3, )). 
 

Вспомогательные обозначения и леммы 
 
Введем следующие обозначения: 

 – слово , записанное на окружности, ( ) – длина слова , 

последовательное выполнение автоморфизмов ∘ ∘ … ∘  обоз-

начим через последовательность , , … , , состоящую из 1 и 2, то 

есть ∘ ∘ … ∘ = , ,…, . Для краткости обозначим последо-

вательность , , … ,  через , то есть для любого слова ∈ ( , ) ( ) = …  ( ) . Если = , , … , , то обозначим = , … ,  так что = , = , ,  и т.д. Также обозначим =( ),  = ( ),  = ( ),  = ,   = ,   = ,  – 

некоторое простое слово. 
 = ,      = ,        =        (1) 

 = ,     = , =                                                    (2) 

 

Применяя (1) и (2), получаем следующие оценки: ( ) < ( ) < ( ),  4 ( ) < ( ) < 8 ( ),  3 ( ) < ( ) < 6 ( ). 
 

Таким образом, ( ) < ( ) < ( ) < 323 ( ). 
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Вспомогательные леммы 
 
Лемма 1. Для любой  последовательности  из 1 и 2,  , ,  

– простые слова. 
Доказательство: Доказательство проведем индукцией по длине 

последовательности . Обозначим ( ) = . Для = 1 лемма верна, 

поскольку , , , , ,  – простые слова.  

Пусть = = , ≥ 2. 

Циклически сдвинув начало  в конец слова , получим = ( ) = , где  – некоторый циклический 

сдвиг простого слова . Так как выполняется неравенство (( ) ) ≥ ( ), значит, применив лемму 1.2.3 [4], по-

лучим, что = , 

• если = 1, то  =  но  = ,  ( ) < ( ) и  – не целая степень.  

• если ≥ 2, то заметим, что = .  

 

Значит, допущение неверно, и  – простое слово. 

Аналогично доказывается, что  – простое слово, допуская 

что = = ,  = ( ) =
. 

Поскольку = , значит, по индукционному предполо-

жению  – тоже простое слово.  

Пусть = =, ≥ 2. 

Циклически сдвинув начало  в конец слова , по-

лучим = ( ) = , где  – некоторый 

циклический сдвиг простого слова . Так как выполняется неравенст-

во (( ) ) ≥ ( ), значит, применив лемму 

1.2.3 [4], получим, что  = , 
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• если = 1, то  =  но  = ,  ( ) < ( ) и  – не целая степень.  

• если ≥ 2, то заметим, что = . 

 

Значит, допущение неверно, и  – простое слово. 

Аналогично доказывается, что  – простое слово, допуская 

что = = , ≥ 2, = ( ) = . 

Поскольку = , значит, по индукционному предполо-

жению  – тоже простое слово.  

Пусть  = = , ≥ 2. 

Циклически сдвинув начало  в конец слова , по-

лучим = ( ) = , где  – некоторый 

циклический сдвиг простого слова . Так как выполняется неравенст-

во (( ) ) ≥ ( ), значит, применив лемму 

1.2.3 [4], получим, что = , 

• если = 1, то  =  но  = ,  ( ) < ( ) и  – не целая степень.  

• если ≥ 2, то обозначим = , циклически 

сдвинув начало  в конец слова  и записав в обратном 

порядке, получим = =( ) = ,  ≥ 2, где  –  некоторый циклический 

сдвиг простого слова . Так как выполняется неравенство  ∂ ( ) ≥ ∂( ), значит, применив лемму 1.2.3 [4], 

получим, что =  

• если = 1, то  =  но  = ( ) =
,  ( ) < ( ) и =   – не целая 

степень. 
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• если ≥ 2, заметим, что  есть  , записанное в 

обратном порядке. 

 
Значит, допущение неверно, и  – простое слово. 

Аналогично доказывается, что  – простое слово, допуская 

что = = , ≥ 2, = ( ) = . 

Поскольку = , значит, по индукционному предполо-

жению  – простое слово. 

Пусть  =  = , ≥ 2. 
Циклически сдвинув начало  в конец слова , 

получим = ( ) = , где  

– некоторый циклический сдвиг простого слова . 
Так как выполняется неравенство (( ) ) ≥ ( ), 

значит, применив лемму 1.2.3 [4], получим, что = . 

• если = 1, то  =  но  =
,  ( ) < ( ) и  – не 

целая степень.  

• если ≥ 2, то обозначим = , 

циклически сдвинув начало  в конец слова  и 

записав в обратном порядке, получим == ( ) =
,  ≥ 2. Так как выполняется неравенство  ( ) ≥ ( ), значит, применив лемму 

1.2.3 [4], получим, что =  
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• если = 1, то  =  но  =( ) =    ( ) < ( ) и =
 – не целая степень. 

• если ≥ 2,  есть  , записанное в обратном 

порядке. 
 

Значит, допущение неверно, и  – простое слово. 

Аналогично доказывается, что  – простое слово, допуская, 

что = = ,≥ 2, = ( ) = . 

Поскольку =  , значит, по индукционному предполо-

жению  – простое слово. 

 
Лемма 2. Для любой  последовательности  из 1 и 2, если  , 

,  содержат  ( –простое слово), то < 323. 

Доказательство: Доказательство проведем индукцией по длине 

. Обозначим ( ) = . Для = 1 лемма верна. Допустим, что лемма 

верна для длин, меньших  и докажем для . Пусть  или  или  

содержат  и ≥ 323. В силу индукционного предположения  

не может содержаться в  и в  и в их подсловах. 

Следовательно,  не содержится в подсловах слов , ,  длины 5. Значит,  может содержаться только в подслове длины не менее 6 в алфавите , , . Значит,  содержит в себе, как минимум, 4 

буквы из алфавита , , . Точнее,  содержит  или  или 

, с учетом того, что  начинается  с , а  начинается с . В этом 

случае ( ) < ( ) < ( ) < ( ). Значит, =  или =
 или = , где  – некоторый циклический сдвиг простого 

слова , ≥ 2. Применив лемму 1.2.3 [4], получим, что =  или =  или = . 



М.Р. Карапетян  71

• при = 1 получим, что =  или =  или = , что 

противоречит, что ( ) < ( ) < ( ) < ( ) 

• при > 1 получим, что =  или =  или = , что 

противоречит лемме 1. 

 
Лемма 3. Для любого ∈ ( , , ) ( ) = ( )  тогда и толь-

ко тогда, когда = , где  и  любые последовательности из 1 и 2. 

Доказательство: Доказательство проведем индукцией по длине . 

Если ( ) = ( ) = 1, то ( ) ≠ ( ), поскольку  ( ) =… , ( ) = … . 

Если ( ) = 1 и ( ) > 1 то ( ) ≠ ( ), поскольку длина 

слова ( ) будет больше чем длина слова ( ). 

Пусть =  ,  =  и  ( ) = ( ), 

то есть ( ) = ( ). 

• Если = , то  ( ) = ( ) = ( )  ( ) = ( ) = ( )  

так как ( ) = ( ), то  ( ) = ( ) . 

Откуда непосредственно следует, что  ( ) = ( ). Но  ( ) < ( ), значит, для   лемма верна. То есть ( ) =( ) ⇔ =   и =  значит = . 

• Если ≠ , то так как для любого , не равного пустому слову 

в ( , , )  ( ) = … ,  ( ) = …   Значит,  ( ) ≠( ) .    

 

Доказательство теоремы 
 

Вернемся к доказательству  теоремы. В (3, )  ,  – 

свободная полугруппа тогда и только тогда, когда ∀ ,   =
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. По лемме 3 ∀ ∈ ( , , ) ≠  ⇒ ( ) ≠ ( ) в ( , , ). 

В частности,  ( ) ≠ ( )  | ∗ ( ) .  

Получим ( ) ( )  не равно пустому слову в ( , , ). 

По лемме 2, слово  ( ) ( )  не содержит . Согласно лем-

ме 5.5, из [5], равное единице в (3, ) слово должно содержать  . 

Следовательно, ( ) ( )  не равно пустому слову в (3, ). 

Значит, ( ) ≠ ( ) в (3, ), что противоречит предположению. 
Из доказанной теоремы непосредственно следуют аналогичные 

утверждения для ( , ) , ≥ 4, если определим автоморфиз-

мы  и  групп ( , ) следующим образом: ( ) = ( ),  ( ) = ( ),  ( ) = ( ),  ( ) = ( ) , 4 ≤ ≤ ,  ( ) = ( ),  ( ) = ( ),  ( ) = ( ),  ( ) =( ),  4 ≤ ≤ . 
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ABSTRACT 
 

In this paper, we construct free semigroup of infinite order automorphisms of 

free periodic groups  ( , ) of sufficiently large period  with  ≥  3 generators. 
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